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1. (a) lim
(x,y)→(0,0)

x4

(x2 + y2)2
non esiste: infatti, ponendo y = 0 si ha che

x4

(x2 + y2)2
=
x4

x4
= 1, mentre per y = x si ha

x4

(x2 + y2)2
=

x4

(x2 + x2)2
=

x4

4x4
=

1
4

.

(b) lim
|(x,y)|→∞

sin(x+ y)
x4 + y2

= 0: infatti,
∣∣∣∣ sin(x+ y)
x4 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1
x4 + y2

≤ 1
x2 + y2 − 1

4

‖(x,y)‖→∞→ 0,

perché 0 ≤
(
x2 − 1

2

)2

= x4 − x2 +
1
4
⇒ x4 ≥ x2 − 1

4
.

(c) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin(xyz)
x2 + y4 + z2

= 0: infatti,
∣∣∣∣ sin(xyz)
x2 + y4 + z2

∣∣∣∣ ≤ |xyz|
x2 + y4 + z2

=
|xz||y|

x2 + y4 + z2
≤

x2 + z2

2
|y|

x2 + y4 + z2
≤
(
x2 + y4 + z2

)
|y|

2 (x2 + y4 + z2)
=
|y|
2

(x,y,z)→(0,0,0)→ 0.

(d) lim
(x,y)→(0,0)

x2 +
√
x2 + y2 cos (x− y)√
x2 + y2

= 1: infatti,
x2 +

√
x2 + y2 cos (x− y)√
x2 + y2

=

=
x2√
x2 + y2

+ cos(x− y), cos(x− y)
(x,y)→(0,0)→ 1 e

∣∣∣∣∣ x2√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ x2 + y2√
x2 + y2

=

=
√
x2 + y2

(x,y)→(0,0)→ 0.

2. (a) f(x, y) =

{
exy

2
−1

x2+y4 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è continua in tutti i punti di-

versi dall’origine ma non è continua in (0, 0) perché lim
x→0

f(y2, y) = lim
y→0

ey
4 − 1
2y4

y→0→ 1
2

.

(b) f(x, y) =

{
arctan(x2y3)

x6+y4 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è sicuramente continua

in tutti i punti diversi da (0, 0), e lo è anche nell’origine perché∣∣∣∣∣arctan
(
x2y3

)
x6 + y4

∣∣∣∣∣ ≤ x2|y|3

x6 + y4
=

(x6)
1
3 (y4)

3
4

x6 + y4
≤
(
x6 + y4

) 1
3
(
x6 + y4

) 3
4

x6 + y4
=

=
(
x6 + y4

) 1
3+ 3

4−1= 1
12 (x,y)→(0,0)→ 0.

(c) f(x, y, z) =

{
x2yz

(x4+y2+z2)
√
x2+y4+z2

se (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 se (x, y, z) = (0, 0, 0)
è ovvi-

amente continua in tutti i punti diversi da (0, 0, 0), e lo è anche



nell’origine perché

∣∣∣∣∣ x2yz

(x4 + y2 + z2)
√
x2 + y4 + z2

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣∣
(
x2 + y4 + z2

) (
x4 + y2 + z2

) 1
2
(
x4 + y2 + z2

) 1
2

(x4 + y2 + z2) (x2 + y4 + z2)
1
2

∣∣∣∣∣∣ =
(
x2 + y4 + z2

) 1
2 (x,y,z)→(0,0,0)→ 0.

(d) f(x, y) =

{ ∫ y
x
et

2
dt

y−x se x 6= y

exy se x = y
è ovviamente continua all’infuori della

bisettrice del primo e terzo quadrante; inoltre, la funzione è con-
tinua anche lungo questa retta, perché, per il teorema della media

integrale, si ha

∫ y
x
et

2
dt

y − x
= ez

2
per un opportuno z ∈ [x, y], quindi∣∣∣∣∣

∫ y
x
et

2
dt

y − x
− exy

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ez2 − exy∣∣∣ (x,y)→(x0,x0)→

∣∣∣ex2
0 − ex

2
0

∣∣∣ = 0.

(e) f(x, y) =

{
xy3 log(x2+y4)

x2+y4 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è ovviamente continua

in tutti i punti diversi da (0, 0, 0), e lo è anche nell’origine perché∣∣∣∣xy3 log(x2 + y4)
x2 + y4

∣∣∣∣ ≤ |xy3|
x2 + y2

8
(x2 + y2)

1
8
≤ 8|xy3|

(x2 + y4)
9
8
≤

≤ 8(x2 + y4)
1
2+ 3

4−
9
8 =

1
8

(x,y)→(x0,x0)→ 0.

3. Chiaramente la funzione è continua in ogni punto diverso da (0, . . . , 0).
Nell’origine invece è continua ⇔ α1 + . . .+ αn > 2β: infatti, in questo

caso abbiamo che 0 ≤ |x1|α1 . . . |xn|αn

(x2
1 + . . .+ x2

n)β
=

(
x2

1

)α1
2 . . .

(
x2
n

)αn
2

(x2
1 + . . .+ x2

n)β
≤

≤
(
x2

1 + . . .+ x2
n

)α1+...+αn
2

(x2
1 + . . .+ x2

n)β
=
(
x2

1 + . . .+ x2
n

)α1+...+αn
2 −β (x1,...,xn)→(0,...,0)→ 0;

se invece α1 + . . .+ αn ≤ 2β, allora f(x, . . . , x) =
|x|α1+...+αn

(nx2)β
=

|x|α1+...+αn−2β

nβ
x→09 0.

4. (a) Se f ≡ L allora f ha ovviamente sia un massimo che un minimo.
Supponiamo dunque che f non sia costante: allora ∃x0 ∈ Rn tale che
f(x0) 6= L, diciamo f(x0) < L. Sia xn ∈ Rn una successione minimiz-
zante (ovvero una successione tale che f(xn) n→∞→ inf

Rn
f : xn è una suc-

cessione limitata, perché se cos̀ı non fosse esisterebbe una sottosucces-
sione xnk tale che ‖xnk‖ → ∞ e dunque si avrebbe che f(xnk)→ L
mentre sappiamo che f(xnk)→ inf

Rn
f ≤ f(x0) < L. Dunque da xn

possiamo estrarre una sottosuccessione xnj tale che xnj → x ∈ Rn.
Siccome f è continua, f(xnj )→ f(x) ma poiché f(xnj )→ inf

Rn
f si ha

che f(x) = inf
Rn
f . Quindi x è un punto di minimo assoluto di f . In

modo analogo si prova che se f(x0) > L allora f ammette un punto
di massimo assoluto.



(b) Poichè lim
‖x‖→∞

f(x) = L allora ∀ ε > 0 ∃M > 0 tale che ‖x‖ ≥M ⇒ |f(x)− L| ≤ ε

2
.

In particolare, ‖x‖, ‖y‖ ≥M ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε. Consideriamo ora
la palla chiusa B̄M+1(0). Siccome questa palla è compatta, f è uni-
formemente continua in B̄M+1(0) cioè ∃δ (che possiamo supporre
< 1) tale che x, y ∈ B̄M+1(0), ‖x− y‖ ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε. Ma
allora ∀ x, y ∈ Rn tali che ‖x− y‖ < 1, x, y ∈ BM+1(0) oppure x, y /∈ BM (0)
e quindi in ogni caso |f(x)− f(y)| ≤ ε. Quindi f è uniformemente
continua.

5. 0 < f(x, y) =
ecos(x

3)

2 + x2 + y2 + arctan (x4 + y4)
≤ e

2
= f(0, 0), dunque max

R2
f =

e

2
;

inoltre, |f(x, y)| ≤ e

2 + x2 + y2

‖(x,y)‖→∞→ 0 e dunque inf
R2
f = 0 (e questo

inf non è un minimo perché f(x, y) > 0 ∀(x, y) ∈ R2.


