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1. (a) &+ =e" il polinomio caratteristico @ P(\) = A% 41 che ha per
radici +4, dunque 'omogenea associata ha per soluzioni ¢; cost + ¢o sin t:
troviamo una soluzione particolare del tipo Z(t) = ae’ = Z(t) + z(t) = 2ae’,

dunque ho una soluzione particolare per a = 3 e quindi l'integrale
. R . et
generale dell’equazione & x(t) = ¢y cost + cosint + D)

(b) ¥ —24 — 42 = 1: il polinomio caratteristico P(A) = A\* =2\ —4 ha
per radici 2 e 1+ 14, quindi 'omogenea associata ha per soluzioni
c1e® + coe P cost + cse tsint; cerchiamo una soluzione particolare

. a 1
deltipoZ = a =% —2x — 4T = ~1 =a= T quindi U'integrale gen-
erale dell’equazione & z(t) = 12t + coe P cost + cze tsint — T

() T+i—d—x=c: PN =XN+X=-A-1=A+1)>3*\-1),dunque
I'omogenea associata ha per soluzione crel + coe™t 4 cqte™t: cerchi-

amo una soluzione particolare del tipo z(t) = ate’: z +2 — 2 — 7 =

1
=a(t+3)e' +a(t+2)e' —a(t+1)e' — ate' = 4ae’ = a = 17 z(t) =
t —t o, et
=ci1e" +cpe” "+ cgte” F + e ¢ 'integrale generale.

(d) & +2i 4+ x = tsint: P(A) = A* +2)% +1 = (A + 1)*, dunque 'omogenea
associata ha per soluzioni x(t) = ¢; cost + cat cost + czsint + cstsint;
cerchiamo ora una soluzione particolare del tipo 2(t) = at® cost 4 bt* cos t+
+et®sint + dt*sint =7 2% + 7 = at® cost + (b — 12¢)t* cost — (8d+
+36a)t cost + (24c — 12b) cost + ct®sint + (12a + d)t*sint + (8b—
—36¢)tsint 4 (24a — 12d) sint — 2at® cost + (12¢ — 2b)t* cost + (12a+
+8d)t cost + 4bcost — 2ct®sint — (12a + 2d)t* sint + (12¢ — 8b)t sin t+
+4dsint + at® cost + bt? cost + ct>sint 4 dt* sint = —24at cost + (24c—
—8b) cost — 24ct sint(24a — 8d) sint = (a,b,¢,d) = (07 —é, —i, 0> =

t3sint  t*cost

= z(t) = — 51 T 3 = x(t) = ¢1 cost + cat cost + czsint 4 cat sint—
t3sint  t2cost . ..
By ¢ 'integrale generale.
& + 3x = cos(3t)
2. (a) z(0)=0 : P(\) = A? + 3, dunque l'omogenea associata
z(0) =1

ha per soluzioni ¢; cos (\/gt) + ¢o sin (\/gt) ; cerchiamo una soluzione



(b)

particolare del tipo Z(t) = a cos(3t) + bsin(3t): T + 3z = —9a cos(3t)—

—9bsin(3t) + acos(3t) + bsin(3t) = —8a cos(3t) — 8bsin(3t) = T(t) =
5(3t

=— CObS( ) , dunque I'integrale generale & ¢; cos (\/§t> + co sin (\/gt) -

~ cos(3t)

; imponiamo ora le condizioni iniziali:

8
{ z(0) = —v/3¢y sin (\/30) + 1v/3ds cos (\/§O) + %sin(S -0) = V3 =0
=1

z(0)=c1 — § =
7 t
= (c1,02) = | =,0) = z(t) = Zcos (\/315) = %.
8 8 8
& +6% 49z =e 3
#(0) = : P(A) = A% + 6\ + 9 = (A + 3), dunque "omogenea
xz(0) =0
associata ha per soluzioni ¢; e 3t 4 02te_3t; cerchiamo ora una soluzione
del tipo Z(t) = at’e ™ = & + 62 + 9z = a (9* — 12t + 2) e + 6a(2t—
2,—3t
—3t2) e 3 4 9at?e ™3 = 2ae73 = I(t) = ¢ , quindi I'integrale gen-
2,3t
erale & cre ™3 + cote ™3 + ; imponiamo ora i dati iniziali:
i(0) = —3c1e™ 30 + ¢5(1-3-0)e™ 30 + (0 20?) 730 = —2¢, = -2
=
35(0) = C = 0
g —3t
= (c1,02) = (0,—1) = a(t) = 5 = te >
7 —6& + 11% — 6z = 6e*
Z(0) = 30 ) _\3 _ a2 Ch— () _ _
#(0) = 10 P =X =6 +11A-6=(A—-1)(A—-2)(A—13),
z(0) =4

quindi le soluzioni dell’omogenea sono crel + coe® + c;;e?’t; cerchiamo

una soluzione particolare del tipo Z(t) = ae* =7 —6% + 117 — 67 =
= 64aet — 96ae™ 4 44e?! — 6et! = 6e* = z(t) = e*'; imponiamo ora

Z(0) = c10 + 4cpe?0 4+ 9¢5e30 + 16e*0 = ¢; + 4cy + 9¢5 + 16 = 30
i dati iniziali: #(0) = c1€” + 2¢2€% 0 + 33630 + 4e?0 = ¢ + 2¢5 + 3c3 +4 =10

z(0)=c1+cat+ez+1=4
(c1,¢0,¢3) = (1,1,1) = 2(t) = et + ¥ + &3t + .

xzlog|z] sex#0
0 se x =0 : innanzi tutto, se zg = 0 oppure rg = £1
x(0) = xg

la soluzione del problema & costante x(t) = x¢, perché questi sono gli
zeri della funzione x log |z|; altrimenti determiniamo la soluzione per
z(t) dx
, zlogl|xl
—log |log |zol| = log [ log | (t)|| = t + log | log |zo|| = |log (t)|| =
= |log|ao| ¢’ = logx(t)| = log |zo|e’ = |x(t)] = |zo|” = 2(t) = sign(xo)|wo|",
ove i moduli sono stati tolti tenendo conto del dato iniziale. Co-
munque prendo xy € R, soluzione ¢ definita V¢ € R, dunque l'intervallo
massimale di esistenza della soluzione & (—oo, +00).

t
separazione di variabili: ¢t = / ds = / = log | log|z(t)||—
0 T

d=azd-z la soluzione ¢ costante x(t) =z se o = 0 oppure
2(0) =29 =To 0o =Y Opp

=



ro = +1, altrimenti la determiniamo per separazione di variabili:

() gy 1 [*® gy (1) gy
tf/dsf/ 77/ 7+7/ f/ il
2)p +1 2/, x-—1 e T

log|x - 1| log|x0 -1 N log |z(t) +1]  log|zo + 1|

5 — log |z(t)|+
(t)?-1
+log |0l o8| ‘ = Jog| 20 log |81 | 1
og |zg| = - o
& %o 2 2 MIFTOE 2 a3
IO x(t)? —1| |ag—1 2 1z -1 ag— le2t N
z(t)2 | | a? 22(t)  x2(t)?2 x?
0 0
1 _ng12t_x3—(x3—1)e2t _ To )
= 5= 5 = 5 = xz(t) = :
z2(t) Ty xy 3 — (23 — 1) e?

questa soluzione ¢ definita fin tanto che l’argomento della radice &
positivo, ovvero zo > (2§ — 1) e*: se |zo| <1 il termine a destra
non & mai positivo e dunque la condizione & sempre verificata, cioe
Iintevallo massimale di esistenza & (—oo,+00); altrimenti, la con-

dizione ¢ vera < €% < 270 &t < log 9 _ e dunque Pintervallo
5 —1 x5 —1
22
massimale di esistenza ¢ | —oo,log 5 9 T
5 —

: I'unico punto di equilibrio del sistema & I'origine,

T = |x|arctan (e
b { 2l
perché la funzione |z|arctan(e®) si annulla solo in x = 0. Inoltre,
||z] arctan(e®)| < §|nc|7 e dunque le soluzioni sono definite per tutti i
tempi per qualsiasi scelta del dato iniziale.
j::{ 2¥sin (1) sex#0
0 sex =0 : ipuntidiequilibrio sono gli zeri
z(0) = zo

. 1 1
della funzione x> sin (), ovvero =0 e x = T per k€ Z. Se
x 0

|zo| < —, il dato iniziale si trova in mezzo a due punti di equilibrio
™

e dunque la soluzione ¢ definita per tutti i tempi; se invece z¢y > —,
™

*o dx Feo dx
I'intervallo massimale e / T / T 71 , che ¢ il-
1 z¥sin (;) 2o T3sin (;)

T dg T dg
limitato a sinistra ma non a destra in quanto / - =~ / — < 4005
3qin (L 2
zo T°sin (x) w0 X

1

1. . o dx - dx
analogamente, se xg < —— l'intervallo massimale SRR SRY =
™ —oo @3sin (£)7 /5, 2?sin ()

0
¢ illimitato a destra e limitato a sinistra.

5. (z,9) = —VF(x,y)

(a) Se VF(xg,y0) =0, allora (z9,yo) € un punto di equilibrio e quindi
VF(x(t),y(t)) = VF(xo,y0) = 0, in particolare ¢ vero passando al



d
t — oo viceversa, - F(x(t), y(t)) = (VF((t),y(¢)), (£(t), y(2))) =
= (VE(x(t),y(t)), ~VF(x(t),y(1))) = [V F(2(), y(t))|]* < 0, dunque
t — F(z(t),y(t)) ¢ una funzione decrescente e inferiormente limitata
e pertanto avra un asintoto orizzontale e quindi — ||V F(z(t), y(t))||* =
d — 100 — 100
= F(a(t).y(1)) "0, ovvero [[VE(a (), y(1)]| " 0.
=22y SE(w,y) =20 +2 F(z,y) = 2 + 22y + g1 (y)
) v oy — OF =2z +4 F = 2zy + 2y°
y=—2z-4y gy (,y) =22 + 4y (2,y) = 22y + 2y° + g1(2)
= F(x,y) = 2% + 22y + 2y° = (z + y)> + y*> > 0 e quindi in partico-
lare F' e limitata dal basso.
(¢) Per quanto visto in precedenza, ||V F(z(t), y(¢))]] 40, ma VF(z,y) =
= (2 + 2y, 22 + 4y) si annulla solo in (0,0) e [|VF(z,9)||? = (2= + 2y)*+
+(2z + 4y)? (@) =o0 00; di conseguenza, essendo V F(x, y) continua,
ho che [ VF(x(), y(£)[| 7 0= [ VE(0,0)] & (x(t) y(1)) "7 (0,0),
e dunque deve essere (z(t), y(t)) oo (0,0) per qualunque scelta del
dato iniziale.
6. { F=4 (@ +y*2)
Y= —4x($2+y2 —2)
z? + y? — 2 = 0, cioe quelli appartenenti alla circonferenza centrata nell’origine
e di raggio V2, e quelli in cui (4y, —4z) = (0,0), cio¢ Porigine; cerchiamo

: 1 punti di equilibrio sono tutti quelli in cui

. OH
ora una funzione Hamiltoniana H € C* (RQ, R) tale che x T oy (2,y) :
y=—9(z,y)

se esiste H siffatta, sard anche una costante del moto;
{ %—Ij(xw) =4y (2% +y* - 2) =42y + 4y° — 8y
—%%(x,y) = —4x (x2 +y? - 2) = —423 — 4y + 82
_ [ H(x,y) =222 +y* — dy° + g1 (2)
—H(x,y) = —a* — 22%y° + 42® + g2(y)
—da® —4y? + 3 = (x2 +9% - 1) (x2 +9% - 3). Essendo questa una costante
del moto, le traiettorie saranno contenute nelle curve di livello di H, ovvero
negli insiemi tali che (332 + y2 — 1) (332 + y2 — 3) = ¢, dunque per poter
disegnare le traiettorie e sufficiente sapere come sono fatte queste curve di
livello: (2% +¢% —1) (2> + 9> =3) —c= (2 +¢°)° =4 (® +?) + 3 —¢) =
=0=a24+y>=2+Vc+1: se c<—1 le curve di livello sono vuote,
mentre la curva corrispondente ¢ = —1 & la circonferenza z? + y? = 2; se
—1 < ¢ < 3 le curve sono formate da due circonferenza centrate nell’origine

aventi raggio \/2 ++Ve+1le \/2 —+v/c+ 1, mentre per ¢ = —3 ottengo la
circonferenza di raggio 2 e quella di raggio 0, cioé 1’origine, e infine quando
¢ > 3 la curva di livello e formata da una sola circonferenza di raggio

A/ 2+ +/c + 1; in particolare, tutte le traiettorie del sistema avvengono su

circonferenze centrate nell’origine.

= H(z,y) = 2" +y" + 20y -




