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1. (a)
{
ẋ = ex+t

x(0) = 0 : ˙x(t) = ex(t)et ⇒ et − 1 =
∫ t

0

esds =
∫ t

0

ẋ(s)
ex(s)

ds
(x=x(t))

=
∫ x(t)

0

e−xdx = 1− e−x(t) ⇒ e−x(t) =

= 2− e−t ⇒ x(t) = − log
(
2− et

)
.

(b)
{
ẋ = ex

3+t2 arctanx
x(0) = 0

: la condizione iniziale è un punto di equilibrio per il sistema, dunque la soluzione è

x(t) ≡ 0 ∀t ∈ R.

(c)
{
ẋ = x

t + t log t
x(1) = −1 : x(t) = e

∫ t
1
ds
s

(
−1 +

∫ t

1

e−
∫ s
1
du
u s log sds

)
= elog t

(
−1 +

∫ t

0

e− log ss log sds
)

= t (−1+

+
∫ t

0

s log s
s

ds

)
= −t+ t

∫ t

1

log sds = −t+ t

(
[s log s]t1 −

∫ t

1

s

s
ds

)
= −t+ t(t log t+ 1− t) = t2 log t− t2.

(d)
{
ẋ = sinx cosx sin2 t cos t
x(0) = π

4

:
ẋ(t)

sinx cosx
= sin2 t cos t⇒ sin3 t

3
=
∫ t

0

sin2 s cos sds =
∫ x(t)

π
4

dx

sinx cosx
=

=
∫ x(t)

π
4

cos2 x+ sin2 x

cosx sinx
dx =

∫ x(t)

π
4

cosx
sinx

+
sinx
cosx

dx = [log(sinx)− log(cosx)]x(t)π
4

= log(tan(x(t)))⇒ x(t) =

= arctan
(
e

sin3 t
3

)
.

2. (a)

 ẍ− ẋ− 6x = 0
ẋ(0) = 1
x(0) = 2

: P (λ) = λ2 − λ− 6 = (λ− 3)(λ+ 2)⇒ x(t) = c1e
3t + c2e

−2t; determiniamo c1 e c2 im-

ponendo le condizioni iniziali:
{
ẋ(0) = 3c1e3·0 − 2c2e−2·0 = 3c1 − 2c2 = 1
x(0) = c1 + c2 = 2 , dunque c1 = 1 = c2 ⇒ x(t) =

= e3t + e−2t.

(b)

 ẍ− 6ẋ+ 10x = 0
ẋ(0) = −1
x(0) = 1

: P (λ) = λ2 − 6λ+ 10 = (λ− 3− i)(λ− 3 + i)⇒ x(t) = c1e
−3t cos t+ c2e

−3t sin t; im-

ponendo le condizioni iniziali trovo che{
ẋ(0) = 3c1e3·0 cos 0− c1e3·0 sin 0 + 3c2e3·0 sin 0 + c2e

−3·0 cos 0 = 3c1 + c2 = −1
x(0) = c1 = 1 ⇒ (c1, c2) = (1,−4)⇒

⇒ x(t) = e−3t cos t− 4e−3t sin t.

(c)


...
x −3ẍ+ 3ẋ− x = 0
ẍ(0) = 2
ẋ(0) = 1
x(0) = 2

: P (λ) = λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = (λ− 1)3 ⇒ x(t) = c1e
t + c2te

t + c3t
2et ⇒

⇒

 ẍ(0) = (c1 + 2c2 + 2c3)e0 + (c2 + 4c3)0e0 + c302e0 = c1 + 2c2 + 2c3 = 2
ẋ(0) = (c1 + c2)e0 + (c2 + 2c3)0e0 + c302e0 = c1 + c2 = 1
x(0) = c1 = 2

⇒ (c1, c2, c3) = (2,−1, 1)⇒

⇒ x(t) = 2et + tet − t2et.



(d)


...
x +8x = 0
ẍ(0) = 2

√
3

ẋ(0) =
√

3
x(0) = 3

: P (λ) = λ3 + 8 = (λ+ 2)
(
λ2 − 2λ+ 4

)
= (λ+ 2)

(
λ+ 1−

√
3i
)(

λ− 1 +
√

3i
)
⇒ x(t) =

= c1e
−2t + c2e

t cos
(√

3t
)

+ c3e
t sin

(√
3t
)
⇒

⇒

 ẍ(0) = 4c1e2·0 +
(
2
√

3c3 − 2c2
)
e0 cos

(√
3 · 0

)
+
(
−2
√

3c2 − 2c3
)
e0 sin

(√
3 · 0

)
= 4c1 − 2c2 + 2

√
3c3 = 2

√
3

ẋ(0) = −2c1e2·0 +
(
c2 +

√
3c3
)
e0 cos

(√
3 · 0

)
+
(
c3 −

√
3c2
)
e0 sin

(√
3 · 0

)
= −2c1 + c2 +

√
3c3 =

√
3

x(0) = c1 + c2 = 3
⇒

⇒ (c1, c2, c3) = (1, 2, 1)⇒ x(t) = e−2t + 2et cos
(√

3t
)

+ et sin
(√

3t
)

.

3.
...
x −x = 0: P (λ) = λ3 − 1 = (λ− 1)

(
λ2 + λ+ 1

)
= (λ− 1)

(
λ+

1
2
−
√

3i
2

)(
λ+

1
2

+
√

3i
2

)
⇒ x(t) = c1e

t+

+c2e−
t
2 cos

(√
3

2
t

)
+ c3e

− t2 sin

(√
3

2
t

)
sono tutte le soluzioni dell’equazione; imponiamo ora le due condizioni:

essendo x(0) = c1 + c2, la prima condizione equivale a dire c1 = −c2; inoltre, affinché x(t) t→+∞→ 0, dovrà essere
anche c1 = 0; riassumendo, le soluzioni che rispettano entrambe le condizioni sono tutte e sole quelle in cui

c1 = 0 = c2, cioè quelle del tipo x(t) = c3e
− t2 sin

(√
3

2
t

)
, al variare del parametro reale c3.

4.

 ẍ+ αx = 0
x(0) = 0
x(1) = 0

: se α = 0, le soluzioni dell’equazione sono x(t) = c1 + c2t, e imponendo le condizioni otteniamo{
x(0) = c1 = 0
x(1) = c1 + c2 = 0 , cioè c1 = 0 = c2, e quindi c’è solo la soluzione banale; se invece α < 0, le soluzioni sono del

tipo x(t) = c1e
√
−αt + c2e

−
√
−αt, dunque con le condizioni iniziali abbiamo

{
x(0) = c1 + c2 = 0
x(1) = c1e

√
−α + c2e

−
√
−α = 0

, e

anche questo sistema ci dà solo la soluzione banale; infine, se α > 0, le soluzioni sono c1 cos
(√
αt
)

+ c2 sin
(√
αt
)
,

e imponendo le condizioni otteniamo
{
x(0) = c1 = 0
x(1) = c1 cos(

√
α) + c2 sin(

√
α) = 0 : la prima equazione ci dice che

c1 = 0, la seconda che c2 sin(
√
α) = 0: se

√
α /∈ πZ allora sin(

√
α) 6= 0 e dunque anche in questo caso c’è solo la

soluzione banale, mentre se
√
α ∈ πZ la seconda condizione è verificata per ogni c2 ∈ R; dunque, ∀n ∈ N abbiamo

che per α = n2π2 ci sono come soluzioni non banali x(t) = c2 sin (nπt) al variare del parametro reale c2.

5.


ẋ = y(x+ y)n

ẏ = x(x+ y)n

x(0) = 1
y(0) = 0

: con il cambio di variabile
{
w = x+ y
z = x− y otteniamo che


ẇ = ẋ+ ẏ = (x+ y)n+1 = wn+1

ż = ẋ− ẏ = (y − x)(x+ y)n = −zwn
w(0) = x(0) + y(0) = 1
z(0) = x(0)− y(0) = 1

:

la variabile w(t) può essere trovata esplicitamente per separazione di variabili: t =
∫ t

0

ds =
∫ w(t)

1

dw

wn+1
=
[
− 1
nwn

]w(t)

1

=

=
1
n
− 1
nwn(t)

⇒ 1
wn(t)

= 1− nt⇒ w(t) =
1

n
√

1− nt
; a questo punto può essere trovata anche la variabile z(t):{

ż = − z
1−nt

z(0) = 1
⇒ log(1− nt)

n
=
[

log(1− ns)
n

]t
0

= −
∫ t

0

ds

1− ns
=
∫ z(t)

1

dz

z
= log(z(t))⇒ z(t) = e

log(1−nt)
n =

= n
√

1− nt; dunque, tornando alle variabili di partenza, otteniamo che

{
x(t) = w(t)+z(t)

2 = 1
2 n
√

1−nt +
n
√

1−nt
2

y(t) = w(t)−z(t)
2 = 1

2 n
√

1−nt −
n
√

1−nt
2

.



6. (a)
∞∑
n=0

e−nx

n+ 1
è una serie a termini positivi che converge totalmente in ogni insieme del tipo [δ,+∞), perché

∞∑
n=0

sup
x∈[δ,+∞)

∣∣∣∣ e−nxn+ 1

∣∣∣∣ =
∞∑
n=0

e−nδ

n+ 1
< +∞; dunque, è lecito scambiare serie e integrale ottenendo cos̀ı∫ +∞

0

∞∑
n=0

e−nx

n+ 1
dx =

∞∑
n=0

∫ +∞

0

e−nx

n+ 1
dx =

∞∑
n=0

1
n+ 1

[
−e
−nx

n

]+∞
0

=
∞∑
n=0

1
n(n+ 1)

= 1.

(b)
∞∑
n=0

e−nx sin(nx)
n+ 1

converge totalmente in [δ,+∞), perché
∞∑
n=0

sup
x∈[δ,+∞)

∣∣∣∣e−nx sin(nx)
n+ 1

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

sup
x∈[δ,+∞)

∣∣∣∣ e−nxn+ 1

∣∣∣∣ =

=
∞∑
n=0

e−nδ

n+ 1
< +∞, e inoltre

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

e−nx sin(nx)
n+ 1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|e−nx sin(nx)|
n+ 1

≤
∞∑
n=0

e−nx

n+ 1
, che è integrabile per quanto

visto in precedenza, dunque c’è equidominatezza e quindi è possibile scambiare serie e integrale:∫ +∞

0

∞∑
n=0

e−nx sin(nx)
n+ 1

dx =
∞∑
n=0

∫ +∞

0

e−nx sin(nx)
n+ 1

dx
(y=nx)

=
∞∑
n=0

1
n(n+ 1)

∫ +∞

0

e−y sin ydy =
∫ +∞

0

e−y sin ydy =

[−e−y sin y]+∞0 +
∫ +∞

0

e−y cos ydy =
∫ +∞

0

e−y cos ydy = [−e−y cos y]+∞0 −
∫ +∞

0

e−y sin ydy = 1−

−
∫ +∞

0

e−y sin ydy = 1−
∫ +∞

0

∞∑
n=0

e−nx sin(nx)
n+ 1

dx⇒ 2
∫ +∞

0

∞∑
n=0

e−nx sin(nx)
n+ 1

dx = 1⇒

⇒
∫ +∞

0

∞∑
n=0

e−nx sin(nx)
n+ 1

dx =
1
2

.


