AM2: Tracce delle lezioni- IX Settimana
SPAZI METRICI ED IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI
Definizione di SPAZIO METRICO

Dato un insieme X, si dice metrica, o distanza su X una funzione
d: X xX —=R tale che
(i) d(z,y) >0 Ve,ye X e d(z,y)=0 & z=y
(i) d(z,y)=d(y,x) Vr,ye X
(iii) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) Vx,y,z€ X (diseguaglianza triangolare)
La coppia (X, d) si chiama spazio metrico. Se A C X, d|, é metrica (indotta) su A.
Definizione di SPAZIO NORMATO
Sia V' spazio vettoriale (su R), p: V — R tale che
i) px)>0 VeV e p(x) =0 2x=0
(i) p(tx) =|tlp(z) VteR, VeV e
(i) plz+y) <plz)+ply) Ve,yeV diseguaglianza triangolare
Diremo che p é una norma su V e che ( V,p(.)) ¢ spazio normato. Se non
ingenera confusione, scriveremo ||z|| per p(z). Posto d(z,y) := ||t —y|, déuna
metrica: ogni spazio normato € in particolare uno spazio metrico.
ESEMPI.  Su R™ si possono definire diverse norme (e corrispondenti metriche):
Sep>1, zll, = (X, |xz|p)% é una norma (la norma euclidea se p = 2)
|2 oo := max{|z;| : i=1,...,n} ¢ un’altra norma su R"™.
Spazi di successioni. RN (o R®) indica lo spazio vettoriale delle funzioni di

N in R (ovvero lo spazio di tutte le successioni di numeri reali).
[ :={z: N — R| sup |z(n)| < +o0} ¢ il sottospazio (lineare) di RN formato
neN

dalle successioni limitate. Una norma su (> é data da | ]| 0o := sup |z(n)]
N



Lo spazio delle funzioni continue. Sia K C R" compatto. Sia V = C(K,R™)
lo spazio (vettoriale) delle funzioni continue su K e a valori in R™. Allora

1 flloo = max |f] é una norma su  C(K,R™)
C-(R) indicherd lo spazio delle funzioni, reali o complesse, continue e 27-periodiche.
Aperti, chiusi, convergenza, continuita. Sia (X, d) spazio metrico.
-Fissati 9 € X ed un numero positivo r,  si chiama palla aperta di centro zg e

raggio r 'insieme
B (xg) :={z € X: d(z,xg) <r}

-Un sottoinsieme O di X si dice aperto se per ogni x € O esiste r > 0 tale che
B,.(xz) C O. Ad esempio, ogni palla (aperta) é un insieme aperto.

- Un sottinsieme C' di X si dice chiuso se il suo complementare é aperto.

- L’unione di aperti ¢ un aperto e Uintersezione di chiusi ¢ un chiuso.

Ill particolare, A = Nacc, ¢ chiuso C é il piu piccolo chiuso contenente A.

A si chiama chiusura di A.

-Una successione z,, € X converge a z € X se d(x,,z) —, 0

In uno spazio normato x, —, < ||z, — z|| —, 0 e si hanno le proprieta

Tpn —=n Ty Yn —n Ysln,Sn ER Ly —n 6,8, =0 S = taTn + Spln —n tT + 5Y

-Unicita del limite: chiaramente, z, —,z, x,—,y = T =1y.

-Una caratterizzazione dei chiusi : come negli spazi euclidei, si vede che

CcX échivso & (z,€C, z,—,z = ze€C) & C=C.

-Sottoinsiemi densi D C X édensoin X se Vee X, dx,e€D: x,—,x
CONTINUITA Se (X,d), (Y, p) sono spazi metrici e f: X — Y, f si dice

continua in = se Ve > 0 30 > 0 tale che f(Bs(z)) C B.(f(x)); f é continua in X

se é continua in ogni punto.
Come per le funzioni di variabile reale, si vede subito che

f écontinuain =z seesolose Ty —n = f(x,) — f(2)



Funzioni Lipschitziane f:A C (X,d) — (Y,p) ¢éLip (A) se
L >0 tale che: o(f(x), fly)) < Ld(xz,y) Vz,ye€ A
SPAZI METRICI COMPLETI, SPAZI DI BANACH
Una successione z,, in uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy se
Ve >0 dn,: d(xp, xm) <€ Yn,m > n,

(X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in X é convergente in X.

(V,]].]|) si dice di Banach se, come spazio metrico, é completo:

zn, €V, ||zp — x| < €pern,mgrandi = dzxeV: |x,—z| —,0.
ESEMPI.
1. Un sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico completo é completo (per la metrica
indotta).

2. R", munito della norma euclidea, é un Banach.

b
3. C(la, b],R), munito della norma ||f||y := [|f(¢)|dt non é completo.

1
Infatti, se fo(z) := |@|7signz, =z € [0,1], risulta [ |f,(z)—signz|dz —, 0 ¢ quindi
“1

fn € di Cauchy in (C([a,b],R),||.|l1), ma il suo limite non é continuo.

4. C(K,R) munito della norma  ||.||«c ¢ un Banach.
Prova. Intanto, f,, é di Cauchy in C(K,R) <

Ve>0,Inc: nom>ne = sup|fu(z) — fn(z)| < €
zel

Dunque, se f, é di Cauchy in C(K,R), per ogni fissato z in F, la successione
n — fu(z) é di Cauchy, e quindi f(z) := lim, . f.(z) esiste finito per ogni x in F.
Poi, Ve > 0, dn.:

() = F(@)] < [fo(@) = frip(@)[ + [ frip(2) = f(2)] < €4 |fup(2) = f(2)| Vo € E

se n > n. e quale che sia p € N. Fissato n > n. e mandando p all’infinito in
[fu(@) = f(@)] < €+ [farp(z) — fz)| Vo€ Esiottiene |f,(z) — f(z)| <€ Vo e E

e per ogni n > n, cioé f,, converge uniformemente ad f, ovvero || f, — f|lcoc —n 0.



5. Come in 4., segue che lo spazio dei 'cammini continui’  F := C([a,b],R™) mu-

nito della norma della convergenza uniforme  [|v||o := r[nzﬁ( v ove |v(@)]? =

™ [i(t)]? é spazio di Banach.

IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

Sia (X, d) spazio metrico completo, C' C X chiuso. Sia T : X — X. Se

~~

i)
(i)

allora dlz e C Tr =x

TC)CcC
dk € (0,1): d(Tz,Ty) <d(z,y) VYz,y€ C (T éuna ’contrazione’)

Unicita: Tzx=2z, Ty=y = z=y.
Infatti,

d(z,y) =d(Tz,Ty) < kd(xz,y) = d(z,y)=0 perchék e (0,1).
Esistenza. Sia xy € C. Consideriamo la successione definita per ricorrenza
x1:=Txy, wzo:=Txy, ..., xpy1 =Tz,

Basta provare che 1z, é di Cauchy, perché allora, per completezza, esiste x tale
che x, — x con x € C perché C é chiuso.  Per continuitda =z, = Tz, —, Tx.
Siccome é anche z,.; — « avremo x =Tz  (unicitd del limite).

’

Proviamo dunque che z,, ¢ di Cauchy. E
d(xe,x1) = d(Tx1, Txo) < kd(x1,x0)
Ugualmente, d(z3,22) = d(Twy, Tw1) < kd(xe, 1) < k*d(xq,10). Iterando,
d(Tpi1,2n) = d(Txp, Ty 1) < kd(xp, e, ) < k"d(x1,20) V71

Dunque Ad(Zpipr1, Tn) < d(Tpipr1, Togp) + o+ d(Tpy1, 2,) <

S [k‘n+p + ...+ k’n} d(l’l, ZEQ) S k"

Zk’]] d([El,ZL‘()) —>n0
7=0

UN ESEMPIO. f € C'(R,R) tale che |f'(z)| < L <1 VzeR.



ESEMPI COMPLEMENTI ED ESERCIZI
ESEMPI

1. P:={z:N —R| § |z(n)[P < +o0} é, se p > 1, il sottospazio (lineare)
n=1

di [*® delle successioni di potenza p-esima sommabile. Una norma su [” é data
da

ol = |3 e(op|

Per vedere che ||.||, é effettivamente una norma basta verificare la diseguaglianza
triangolare. Intanto, vale la diseguaglianza di Holder: se p,q > 1, % + é allora

> la(n) )] < [i |x<n>|p] ‘ [i |y<n>|q] " el yen

Infatti, dalla diseguaglianza di convessita

p,q>1, %—F%:l = |xy]§|7+‘y% Vr,y € R,
segue
1 P a X_: [z(n) |y(n)] 1 1
ol (] Aol 1l R
lzllp Wyl — 2 llzllp  a lylld |, [[yllq P q

Siccome ¢ = ]%, da Holder deduciamo che

2 o)+ 40 < (5 e + 400 + (Zw P o) <

p—1 p—1

(3 1ot +y<n>|ﬁ)” il + 3 ot ) ol

@ o y(nﬂp); : @ 'm(n”p); " (i |y<n>|”>;

cioé la diseguaglianza triangolare, qui anche detta diseguaglianza di Minkowskii.

e quindi

2. (la funzione ’distanza da un punto’ é continua) Fissato zo € X spazio
metrico, la funzione ’distanza da x’,

dy, - X = R, dyo(x) == d(x, z0)
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é Lipschitziana (e quindi continua ) perché
d<x7 '7;0) S d(ZE, y) + d(x(]? y)7 d(ya l’o) S d((lf, y) + d(ZL’, .730) =

|d(z, ) — d(y, zo)| < d(z,y)

In particolare ci6 implica che B,(zg) := {x € X : d,(x) = d(z,z9) < 1}
("palla chiusa’ di centro xy e raggio r > 0 ) é un insieme chiuso, grazie alla seguente
proprieta: se X,Y sono spazi metrici e f: X — Y é continua , allora

O C Y aperto, F' CY chiuso = f~(O) é aperto e f~!(F) é chiuso

Infatti z,, € f~Y(F),z, —n = f(x,) € Fe f(x,) —n f(z) = x € fTIF) cioé
J7Y(F) é chiuso. L’altra affermazione segue dal fatto che [f~1(O)]¢ = f~1(O°).

b
3 (diseguaglianza di Cauchy-Schwartz). b(f,g) = [ f(t)g(t)dt é un
prodotto scalare in C'([a,b], R) e vale quindi la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz

1
b 2

| [ Fa(tya] < ( / |f(t)!2dt> ( / |g<t>|2dt)

a

b >
Inoltre, C([a,b], R), munito della norma || f||s = (f |f(t)|2dt> non é completo.

4 (diseguaglianza di Holder). Vale la piu generale diseguaglianza di
Holder: se p,qg>1e % + % =1, allora

1
b

| [ F®)g(t)at] < ( / \f(t)!”dt) ( / \g(t)!th) vf.9 € C([a. . R)

a a

5. [P, p>1écompleto.
6. [*° é completo.

7: (lo spazio Cy;(R,C)) Sia Cy, lo spazio vettoriale su C delle funzioni
f : R — C continue e 27 periodiche. Allora || f||« := sup |f(¢)| é una norma su Co,
teR

che, munito di tale norma, risulta completo.



1
Inoltre, || f]l2 := ( |f(t )|2dt> ¢ una norma su Cy, e vale Cauchy-Schwartz:

| [ 109Dt < (/ |f(t)|2dt) (/ |g<t>|2dt)

COMPLEMENTTI.

1. Date due qualsiasi norme  pq,ps su R", queste sono tra loro equivalenti,
nel senso che

pi(zr) =0 < pa(zg) —1 0

Possiamo supporre : ps = ||.||2 ( norma euclidea) e scriviamo p := p;. Indicata con
e; la base canonica di R", si ha r=Y"r,<mze >e YreR" (<. .>
denota l'usuale prodotto scalare).  Intanto |lzkllo — 0 =
n
< Xp,e; >—, 0 Vi = plag) = Z<x e >€;) <> | <ap,e > |ple;) =5 0
=1 i=1

In particolare, p é continua su (R™, ||.||2) . Per il Teorema di Weierstrass, p ha

minimo su  {[|z[s =1} equindi m: a 1an 1}p( z) >0 e quindi
2

p(@) = llzllep(i;) = milzlz  equindi pzx) =0 = [zfl2 — 0.

2. Convoluzione in Cy; :

™

(Fo)t) = o= [ f(t=)g(s)ds,  Vf.g€ O

—Tr

Provare che, se g, € Cs; sono tali che
(i) gr(t) >0 VteR

(i) £ | ge(t)dt =1 VkeN

(iii) gr — O uniformemente in [—m, —0] U [0, 7] Vo € (0,m)
allora

1f gk = flle =60 Vf €O
Prova.  |(/ # g0)(t) = FO] = 55| | (i = s)ou(s)ds — ] F(han(s)ds| <

5
< %_f |f(t—3s)— f(t)|gr(s)ds+ 2| fllwe  Vk > k(5). Se si é scelto § abbastanza
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piccolo di modo che |s| < §,t € [—m, 7] = |f(t —s) — f(t)| < € (possibile perché f,
essendo continua e periodica é uniformemente continua in R), si conclude che

|(f o g) (1) = F(O)] < e(1+ 2] fllo)

3. Provare che (i)-(ii)-(iii) sono soddisfatte da

ity —it \ K
1+ cost\* 1—1—%
gr(t) = ck (2) = C T

T 1 t k 71 . . cee
secy=1| [ (%) . Chiaramente vi ¢é solo da provare (iii).

—Tr

T k ™ k
Stimiamo c¢g: % [ cx (%) dt =1, e, per parita, 1=% [ (M> dt >
0

T/l £\ F 2 k41
> ZCO/(—F;()S}) sintdt = 7r(k;c—|]i1) e quindi cr < W(;)
Infine,
1 £\ 1 5\* k1) (1 5\"
el (LY o (L) o) (o)

4. Densita dei polinomi trigonometrici in C5, .

Sono polinomi trigonometrici le funzioni in Cy, della forma
N .
PN:chemt, ch, €C, neZ, NeN
n=—N

Si ha che

Vf € Cy: 3IPy, polinomi trigonometrici tali che ||Py — f|loc —n 0

N .
Visti 2. e 3., basta osservare che feCy, Pn= Y cpe™ =
n=—N

1 X 7 ‘ 1 X 7 . .
(f * Pn)(t) = o n;N Cn_l F(s)et=)ds = 7 n:Z;N [cnl f(s)e‘”‘sds] et

cioé la convoluzione di una f € (5, con un polinomio trigonometrico é un polinomio
trigonometrico.



5. SVILUPPI IN SERIE DI FOURIER

Polinomi e serie trigonometriche Dati ag,a,,b, € R, possiamo loro
associare il polinomio trigonometrico

N
ap+ > _(aycosnt +b,sinnt) teR (1)

n=1

che, posto ¢y = ag, ¢, = %(an —ib,)sen>1ec_, =¢, = a, + ib, siscrive anche

N .
> cae™ teR (2)
n=—N

Pit in generale, i ¢, in (2) potranno essere arbitrari numeri complessi.

Se Y e, < oo, allora >-2° _ ¢,2™ converge, uniformemente, per |z| < 1. In
n=0 *n ) n=—oo ) ;

particolare é definita la funzione o serie trigonometrica

f(t) = i cpe™ Vte R (3)

Come limite uniforme, f é continua, ed inoltre f é 2w-periodica: f € Cs,.
In generale, f é a valori complessi; f é a valori reali se ¢_, = ¢,. Notiamo che

R 1 f —int
fro= %_[ F(t)e—mdt =

— i I (ZZO:_OO Ckei(k—n)t) dt — iZZi_oo c 7f cilt=mltgr — o p € 7

—T
perché, dato che la convergenza in (3) é uniforme, si pué integrare termine a termine;
™ T
inoltre [e=mtdt =0 se n#m, [ Midt=21r se n=m

(ove [P(a(t) +iB(t))dt = [Pa(t)dt + i [° B(t)dt) . Dunque, la somma di una serie

trigonometrica f(t) := 300 c,e™ si pud scrivere

0 e 5 (1L o)

Definizione. Data f € C5:(R), restano definiti

. 1 7 .
fn = Py / f(t)e "dt neZz (coefficenti di Fourier ) di f
77
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> f.e™  (serie di Fourier) di f

n=—oo

La f, si dice sviluppabile in serie di Fourier se

ft) = i fae™ V¥V teR

n=—oo

FATTO. Non tutte le f € Cy, sono sviluppabili in serie di Fourier.
Vogliamo mostrare che

Teorema 1. [ € Cyy, |fal < 00 = f € sviluppabile in serie di
Fourier.

La ragione é che Y |fu| <oco = g(t) =32 fee™ éin Cyy ed
ha gli stessi coefficenti di Fourier di f. La conclusione viene dal

Principio di identitd. Siano f,g € Cor. Se fo=Gn Vn € Z, allora f = g.

Il Principio di Identita é, a sua volta, conseguenza di quanto provato al punto 4.
dei Complementi, ovvero del

Lemma di densita. Data f € Cy, esiste una successione di polinomi trigono-
metrici P, convergente uniformemente a f in R.

Deduciamo il Principio di Identitd dal Lemma di Densitd . Siano  P,(t) =

S cax € (ove, per ognin, esiste k, tale che , ¢, = 0 se k > k,) tali che
k=—o0

Py — flloo —n 0 e quindi

™ ™

[ Pagtydt = [ fit)gtdr Vg e Ca

-7

Siccome }r P,(t)f(t)dt = § Cnk f ek f(t)dt = 2m § cn,kﬁ = 0 per ogni n,
- k=—oc0 -7 k=—0c0

concludiamo che

/ f(t)[2dt = / (O Fdt = lim / P.(t)F{)dt = 0

e quindi f = 0.

10



Teorema 2.  Ogni f € C)_ € sviluppabile in serie di Fourier.

o0 ~
Visto il Teorema 1, basterd mostrare che > |f,] < oco. Osserviamo intanto

n=—oo

che, per periodicitd, 0 = 5- [ (f(t)e ™Y dt = f'. —in f, e quindi

~

A 1
fo=—f, Vn € Z
n
Il Teorema 2 segue allora dalla

Diseguaglianza di Bessel. Sia f € Cy,. Allora

n=—oo

o0 . 1 A

WP < — t)|*dt
Y Il <5 [ 1s)
Infatti, se f € C3_, allora

SRR S VAES S oiFt B (D ST AR REvey RFOIRT

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

N .
Prova della disequaglianza di Bessel Sia Py = Y. f,e™. Intanto
N

al £2 1 [ D 1 r 2
S 1t =5 [ Pvdt = o [ 1Pyl
n=-N -7 -7

. L1 N ¢ o int X 77 —int NoT s X
giacché o— [ f X foemtdt = o= X fo [ f(t)em™dt = X fofa= X |fal
N n=—N -7 n=—N N

—-T n=-— n=—

T T N ~ . N — . N ~
e [ |Py]*dt= [ < > fnemt> ( > fne_mt> dt =27 Y |fu|*>. Ed allora
- n=—N n=—N n=—N

—Tr

N . 1 g o 1 - % - %
n;N’f”‘QZ%[ JPvdt < o0 (llf(t)!%lt) (/ﬂ !PN!2dt> <

<o (/ \f(t)|2dt) (2wn=zN|fn|2)
(_Z_N|fn|2) < (;ﬁ / |f<t>|2dt)

11

e quindi



ESERCIZI

1. La chiusura di /' in [*® é ¢y := {z € [®] x(n) —, 0}.
Infatti ¢y é chiuso perché se x; € ¢g e ||x; — x|l —; 0 ovvero sup |z;(n) —z(n)| <€
per j > je allora |z(n)| < |z(n) —z; (n)| + |z;, (n)| < e+]|z;.(n)| < 2esen étale che
|z;.(n)| < e ovvero per tutti gli n abbastanza grandi e quindi x € ¢y. Ma se x € ¢

ezj(n) :=xz(n)sen <jexjn)=0sen > j, allora ||z — 2|l = sup|z(n)| —; 0.
n>j

2. Siae; 1 j— 0;,1,7 € N. Sia X la varietd lineare generata dagli e;.
Provare che la chiusura di X in [ é ¢,.

3. Sia X come in 2. Provare che X é densa in [? per ogni p.

Infatti, se x € co, sia z, := Xj_; #(j)e;. Allora ||z — |00 = sup|z(j)| —» 0.
j>n

Poi, dato x € I?, se x,, := >7_; x(j)e;, allora ||z — x,[|P = 32,5, [2(j)[P —n 0.

4. Sia E = C([a,b],R) dotato dell norma || f|lc = sup |f(z)].

z€[a,b])
Provare che la funzione (lineare in f € C(]a,b]))

1) = [ f@)da

a

¢é definita su E ed é continua da E ad R.

5. Sia k€ C([a,b] X [¢,d]). Per ogni f € ¢([a,b]) la funzione

(TH)() = [ k(a,t)f (@)do

é, in virtd del teorema sugli integrali dipendenti da parametro, una funzione continua
in [c,d]. Inoltre

ITf =Tyl = sup | k(x,t>[f<x>—g<x>1dx|s( sup |k<x,t>|) 1f = gl
p (z,t)€[a,b] x[c,d])

Dunque 7" é una funzione (lineare) e Lipschitziana (e quindi continua) da C([a, b], R)
a C([c,d],R) dotati della norma della convergenza uniforme.
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