
AM2: Tracce delle lezioni- Settimana XII

SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Sia A = (aij), i, j = 1, . . . , n matrice n× n. Siccome ‖Ax‖ ≤
(∑

ij a2
ij

) 1
2 ‖x‖

le soluzioni del sistema differenziale lineare di n equazioni nelle n incognite xi(t)

(∗) ẋ = Ax, ovvero ẋi(t) = ai1x1(t) + . . . + ainxn(t), i = 1, . . . , n

sono definite per tutti i tempi (segue dal Teorema di esistenza globale).

NOTA. Lo stesso vale se aij ∈ C(R) (sistemi lineari a coefficenti variabili ).
Infatti ogni sistema non autonomo, ovvero della forma

ẋ(t) = f(x(t), t) t ∈ R ove f ∈ C1(Rn ×R,Rn)

si puó riscrivere come sistema autonomo nelle nuove incognite y = (x, s) ∈ Rn×R,
introducendo un nuovo campo g ∈ C1(Rn ×R,Rn ×R) cośı definito : g(y) =
g(x, s) := (f(x, s), 1). Si ha infatti

y(t) = (x(t), s(t)) : ẏ = g(y(t)), y(t0) = (x0, t0) ⇔

y(t) = (x(t), t), con ẋ(t) = f(x(t), t), x(t0) = x0

In effetti, se ẋ = f(x(t), t), x(t0) = x0 e y(t) := (x(t), t) allora

d

dt
y(t) = (f(x(t), t)), 1) = g(x(t), t) = g(y(t)) e y(t0) = (x0, t0)

Viceversa, se y(t) = (x(t), s(t)) soddisfa il sistema ẏ = g(y(t)), y(t0) = (x0, t0),
allora ẋ(t) = f(x(t), t), x(t0) = x0 e ṡ(t) = 1 s(t0) = t0 ovvero s(t) = t.
In particolare, se ẋ(t) = f(x(t), t), ove f ∈ C1(Rn ×R,Rn) é tale che

∀T > 0 ∃A(T ), B(T ) > 0 : sup
|t|≤T

‖f(x, t)‖ ≤ A(T ) + B(T )‖x‖ ∀x ∈ Rn

allora x(t) é definita in R. Infatti, se y(t) = (x(t), t), t < T , da ẏ(t) = g(y(t)) segue

‖y(t)‖ ≤ ‖y(0)‖+ A(T )t + B(T )

t∫
0

‖y(τ)‖dτ ∀t < T

Per Gronwall, {y(t); t ∈ [0, T )} é insieme limitato e quindi y(t) é prolungabile oltre
T . Segue che le soluzioni di ẋ(t) = f(x(t), t) sono definite per tutti i tempi .
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Proposizione L’insieme di tutte le soluzioni di (∗), cioé

N := {x ∈ C1(R,Rn) : Lx := ẋ−Ax = 0}

é un sottospazio linare di C1(R,Rn) di dimensione n.

Il fatto, evidente, che combinazioni lineari αx(t) + βy(t) di soluzioni sia an-
cora soluzione si traduce nella linearitá dell’insieme delle soluzioni (che é infatti il
nucleo dell’ operatore lineare L). Poi, dire che N ha dimensione n equivale a dire che

1. Esistono xi ∈ N , i = 1, . . . , n linearmente indipendenti, cioé
esistono n soluzioni xi tali che

∑n
i=1 cix

i(t) = 0 ∀t ⇒ ci = 0 ∀i.

2. Tali xi generano N : ∀x ∈ N , ∃ c = (c1, . . . , cn) : x(t) =
∑n

i=1 cix
i(t) ∀t.

Basta prendere xi nel modo seguente: fissati n vettori vi ∈ Rn linearmente in-
dipendenti , xi é la soluzione di (∗) soddisfacente la condizione iniziale xi(0) = vi.
Chiaramente le xi sono linearmente indipendenti. Poi, se x é soluzione, siano ci ∈ R
tali che x(0) =

∑n
i=1 civ

i =
∑n

i=1 cix
i(0) e sia x̂(t) :=

∑n
i=1 cix

i(t). Siccome x e x̂ sono
soluzioni dello stesso problema di Cauchy, allora x ≡ x̂ (per il Teorema di Picard).

Definizione. Un sistema di n soluzioni linearmente indipendenti xi di (∗) é
sistema fondamentale per (∗).

Se xi é sistema fondamentale, X(t) = (x1, . . . , xn) = (xi
j(t))i,j=1,...,n é

matrice fondamentale.
Se X(t) é matrice fondamentale e X(0) é la matrice identitá, cioé X(0) =

(e1, . . . , en) ovvero xi
j(0) = δij , X é matrice principale.

Se X é matrice fondamentale allora le soluzioni di (∗) si scrivono nella forma

x(t) =
n∑

i=1

cix
i(t) = X(t)c c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn ( Integrale Generale )

Se X é matrice principale X(t)c, c ∈ Rn é la soluzione del problema di Cauchy
con condizione iniziale x(0) = c. Infine, con ovvie notazioni, Ẋ = AX.

NOTA. Date n funzioni xi ∈ C(R,Rn), é subito visto che ∃t0 : i vettori xi(t0)
sono linearmente indipendenti ⇒ le funzioni xi sono linearmente indipendenti,
ma il viceversa non é vero, in generale: x1(t) = (1, t), x2(t) = (t, t2) sono chiara-
mente funzioni linearmente indipendenti, ma x2(t) = tx1(t) ∀t, cioé, per ogni t,
x1(t) e x2(t) sono vettori (di R2) linearmente dipendenti.
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Definizione. Date xi ∈ C(R,Rn), i = 1, . . . , n sia X(t) := (xi
j(t)).

W (t) := det X(t) si dice determinante Wronskiano delle xi.

Siccome, dati vi ∈ Rn, i = 1, . . . , n, come é ben noto

vi linearmente indipendenti ⇔
(

n∑
i=1

civ
i = 0 ⇒ ci = 0 ∀i

)
⇔ det(vi

j) 6= 0

si ha allora che: ∃t0 tale che W (t0) 6= 0 ⇒ xi linearmente indipendenti.
Il viceversa , come visto in NOTA, é falso in generale, : xi linearmente indipen-
denti non implica det(xi

j(t)) 6= 0 (anche solo per qualche t). Tuttavia

Proposizione Siano xi, i = 1, . . . , n soluzioni di (∗), X(t) := (xi
j(t)).

X(t) é matrice fondamentale ⇔ det X(t) 6= 0 ∀t ⇔ (X(t))−1 esiste ∀t

Prova. C’é solo da provare la prima ⇒. Supponiamo, per assurdo, che
esista t0 tale che W (t0) = 0 e quindi che i vettori xi(t0) siano linearmente dipen-
denti: esistono ci costanti non tutte nulle tali che

∑n
i=1 cix

i(t0) = 0. Ora, se
x̂(t) :=

∑n
i=1 cix

i(t), x̂ é soluzione che si annulla in t0, e quindi, per l’unicitá della
soluzione del problema di Cauchy,

∑n
i=1 cix

i(t) = x̂ ≡ 0, cioé le xi sono linear-
mente dipendenti.

SISTEMI LINEARI NON OMOGENEI

Siano aij, bi ∈ C(R), i, j = 1, . . . , n, A = (aij), b = (b1, . . . , bn). Sia X matrice
fondamentale per il sistema lineare omogeneo ẋ = Ax. Sia x soluzione del sistema
lineare non omogeneo

ẋ = Ax + b (∗∗)
L’insieme di tutte le soluzioni del sistema lineare non omogeneo é dato da

N + x = {x + X(t)c : c ∈ Rn} (integrale generale)

Una soluzione particolare x del sistema non omogeneo é data da

x(t) = X(t)

t∫
0

(X(τ))−1b(τ)dτ

Infatti, dx
dt

= Ẋ
t∫
0
(X(τ))−1b(τ)dτ+X(t)(X(t))−1b(t) = AX

t∫
0

X−1bdτ+b = Ax+b.

L’integrale generale di (∗∗)é dunque dato da

x(t) = X

b +

t∫
0

X−1bdτ

 (formula della variazione delle costanti)
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SISTEMI A COEFFICENTI COSTANTI : RIDUZIONE A FORMA
CANONICA

Sia ei, i = 1, . . . , n base canonica di Rn. Sia D(λ1, . . . , λn) := (λ1e1, . . . , λnen)
(matrice diagonale avente λ1, . . . , λn come elementi sulla diagonale principale). Il
(piú semplice) sistema differenziale

ẋ = D(λ1, . . . , λn)x x(t) = ((x1(t), . . . , xn(t))

é formato dalle n equazioni disaccoppiate ẋi = λixi, i = 1, . . . , n.
Il sistema ammette quindi le soluzioni xi = eλitei.
Queste soluzioni sono a Wronskiano diverso da zero e quindi formano un sistema
fondamentale e ogni soluzione é della forma

x =
n∑

i=1

cie
λitei =

(
c1e

λ1t, . . . , cne
λnt
)
, ci ∈ R ( Integrale Generale )

Se A ha n autovalori reali distinti, allora A ha una base di autovettori
vi ∈ Rn, i = 1, . . . , n. L’Integrale Generale del sistema ẋ = Ax si scrive

n∑
i=1

cie
λitvi, ci ∈ R

Per provarlo, introduciamo la matrice avente come colonne gli autovettori

P :=
(
v1, . . . , vn

)
=
(
vi

j

)
i,j=1,...,n

P é invertibile e P−1APei = P−1Avi = λiP−1vi = λiei ovvero
λiei é la i-esima colonna di P−1AP. Dunque

P−1AP = (λ1e1, . . . , λnen) = D(λ1, . . . , λn) (forma canonica)

Ma allora, se ẋ = Ax e y := P−1x , é x = Py e ẏ = P−1ẋ e quindi

ẏ = P−1APy = D(λ1, . . . , λn)y e quindi y =
n∑

i=1

cie
λitei

Quindi l’integrale generale di ẋ = Ax si scrive appunto

P
(

n∑
i=1

cie
λitei

)
=

n∑
i=1

cie
λitvi

In Appendice discuteremo la riduzione a forma canonica nel caso di autovalori
multipli e/o complessi.
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI ORDINE SUPERIORE

Consideriamo il problema di Cauchy: data f ∈ C1(Rn×R,R), t0 ∈ R, trovare
δ > 0 e y ∈ Cn((t0 − δ, t0 + δ) tale che

y(n)(t) = f(y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t), t), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ)

y(t0) = c0, y′(t0) = c1, . . . . . . . . . y(n−1)(t0) = cn

Se y é una soluzione, allora x1 := y, x2 := y′, . . . , xn−1 := y(n−2), xn := y(n−1)

risolvono il problema di Cauchy per il sistema differenziale del primo ordine associato

ẋ1 = x2, . . . . . . ẋn−1 = xn, ẋn = f(x1, . . . , xn, t)

x1(t0) = c0, . . . , xn(t0) = cn

In particolare il problema di Cauchy dato ha al piú una soluzion, ed ha in effetti
esattamente una soluzione ottenuta a partire dalla soluzione del problema di Cauchy
per il sistema del primo ordine associato. Si estendono poi in modo ovvio i teoremi
di esistenza globale validi per i sistemi del primo ordine. In particolare, se aj, j =
1, . . . n sono funzioni continue in I, l’equazione lineare di ordine n

(EDL) y(n)(t) + a1(t)y
(n−1)(t) + . . . , an(t)y(t) = 0

ha soluzioni definite in I e tali soluzioni formano un sottospazio lineare di dimen-
sione n di Cn(I). Una base di tale spazio, diciamo y1, . . . , yn, si chiama Sistema
Fondamentale. Un sistema di n soluzione é un sistema fondamentale se e solo se il
Wronskiano

W (t) := det
(
y

(i−1)
j (t)

)
i,j=1,...,n

é diverso da zero per ogni t (equivalentemente: per qualche t). Se yj, j = 1, . . . , n é
sistema fondamentale, allora le soluzioni di (EDL) sono tutte e sole le funzioni

y = c1y1 + . . . + cnyn, cj ∈ R Integrale Generale

Se aj sono costanti, e se λ é uno zero reale di molteplicitá q di

p(λ) := λn + a1λ
n−1 + . . . + an polinomio caratteristico

allora (EDL) ha le q soluzioni

y1 = eλt, y2 = teλt, . . . yq = tq−1eλt

Se invece λ = α + iβ é uno zero complesso di molteplicitá p (e cośı pure λ) (EDL)
ha le 2p soluzioni

y1 = eαt sin βt, y2 = teαt sin βt, . . . yp = tp−1eαt sin βt

ŷ1 = eαt cos βt, ŷ2 = eαt cos βt, . . . ŷp = tp−1eαt cos βt

Si ottiene in questo modo un sistema fondamentale.
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COMPLEMENTI

Supponiamo adesso che A abbia ancora tutti autovalori distinti, ma che abbia
q autovalori reali µi, i = 1, . . . , q e 2p ≥ 2 autovalori complessi ,
q+2p = n (notiamo che se λ = α+iβ é autovalore complesso allora anche λ = α−iβ
lo é, perché A é matrice di numeri reali e quindi il suo polinomio caratteristico é a
coefficenti reali).
Siano λj, λj j = 1, . . . , p e µi, i = 1, . . . , q gli autovalori complessi e, rispettivamente,
reali, di A. A tali autovalori corrispondono n autovettori linearmente indipendenti,
diciamo vj, vj, j = 1, . . . , p, ui, i = 1, . . . , q : notiamo che mentre ui ∈ Rn, i vj

sono vettori in Cn (vettori a componenti complesse) e compaiono in coppie complesse
coniugate giacché Avj = λjv

j ⇔ Avj = λjv
j (la lineare indipendenza sussiste,

nei fatti, in Cn). Posto ξj := <vj, ηj := =vj (ovvero vj = ξj + iηj, ξj, ηj ∈ Rn), é

Aξj + iAηj = Avj = λjv
j = (αj + iβj) (ξj + iηj) = αjξ

j − βjη
j + i(βjξ

j + αjη
j) ⇒

Aξj = αjξ
j − βjη

j, Aηj = βjξ
j + αjη

j

Sia ora
P :=

(
ξ1, η1, . . . , ξp, ηp, u1, . . . uq

)
la matrice (n × n reale) avente le prime 2p colonne formate dai vettori parte reale
e coefficente dell’immaginario degli autovettori corrispondenti ai λi e le rimanenti
q colonne formate dagli autovettori reali. Ovviamente tali vettori sono linearmente
indipendenti e quindi P é invertibile. Mostriamo che

P−1AP =

(α1e1 − β1e2, β1e1 + α1e2, . . . , αpep − βpep+1, βpep + αpep+1, µ1e2p+1, . . . , µqen)

(P−1AP é qui, come altrove, descritta come n-upla di vettori colonna). É questa la
forma canonica di A in presenza di autovalori distinti, reali o complessi.
Verifichiamolo:

P−1APe1 = P−1Aξ1 = P−1
(
α1ξ

1 − β1η
1
)

= αe1 − β1e2

P−1APe2 = P−1Aη1 = P−1
(
β1ξ

1 + α1η
1
)

= βe1 + α1e2

e cośı via fino alle colonne di posto 2p− 1 e 2p.
Per le rimanenti si trova invece P−1APe2p+i = µie2p+i.
Posto y = (x, ξ, η) ∈ Rq×Rp×Rp, il sistema ẏ = P−1APy si disaccoppia nelle
q equazioni

ẋi = µixi i = 1, . . . , q
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e nei p sistemi 2× 2

ξ̇j = αjξj − βjηj, η̇j = βjξj + αjηj, ξj, ηj ∈ C1(R,R) j = 1, . . . , p

Posto zj(t) := ξj(t) + iηj(t), żj := ξ̇j + iη̇j, il sistema si riscrive come

żj = (αj + iβj)zj

che ha le soluzioni

zj = c exp(αjt + iβjt) = ceαjt(cos βjt + i sin βjt), c ∈ C

Prendendo c = 1, c = i otteniamo coppie di soluzioni in forma reale

ξj = eαjt cos βjt, ηj = eαjt sin βjt, ξj = eαtj sin βjt, ηj = −eαjt cos βjt

Si ottiengono cośı 2p + q soluzioni che, come é immediato verficare, sono a Wron-
skiano diverso da zero e quindi formano un sistema fondamentale per il sistema in
forma canonica e che, applicando P , fornisce un sistema fondamentale per il sistema
dato ẋ = Ax.

Piú in generale, se P é matrice invertibile e
∑n

i=1 ciy
i é Integrale Generale

di ẏ = P−1APy, allora
n∑

i=1

ciPyi

é Integrale Generale di ẋ = Ax.

Si tratta allora di trovare una matrice P che riduca A nella forma piú semplice
possibile, la sua forma canonica.
Cośı abbiamo proceduto nel caso diagonalizzabile. Si puó procedere in questo modo
anche quando, a causa della presenza di autovalori multipli, fosse impossibile diag-
onalizzare A (ricordiamo che anche in presenza di autovalori multipli A puó avere
n autovettori linearmente indipendenti e quindi essere diagonalizzabile: é questo il
caso se A é simmetrica).
In tali casi la forma canonica risulterá peró piuttosto complicata (forme di Jordan).

Ci limitiamo a considerare il caso

A ha un solo autovalore, reale, cui corrisponde un unico autovettore.

Cominciamo dalla situazione piú semplice, cioé n = 2.
Sia dunque λ zero di molteplicitá 2 (molteplicitá algebrica di λ) del polinomio
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caratteristico di A, matrice 2 × 2 . Se la molteplicitá geometrica di λ, ovvero
dim (ker(A− λI)) é uguale alla molteplicitá algebrica di λ (cioé é 2) cioé a λ cor-
rispondono due autovettori linearmente indipendenti, allora A é, come sopra, diag-
onalizzabile.
Supponiamo quindi che λ abbia un unico autovettore v. Ció implica che

Im (A− λJ ) = {h ∈ R2 : ∃u ∈ R2 tale che Au− λu = h}

é un sottospazio di dimensione 1: Im (A− λJ ) = {tu : t ∈ R} per qualche u 6= 0.
Di piú,

Im (A− λJ ) = {tv : t ∈ R}

Questo perché Au − λu = tu ⇒ Au − (λ + t)u = 0 e quindi t = 0 ( λ é l’unico
autovalore !) e quindi u é un multiplo di v ( v é l’unico autovettore !)
Dunque esiste u tale che Au − λu = v. In particolare, u ∈ Ker(A − λI)2 ed u si
dice autovettore generalizzato. Sia ora

P = (v, u)

la matrice avente per colonne l’autovettore e l’autovettore generalizzato; ovviamente
P é invertibile. Si ha

P−1APe1 = P−1Av = P−1λv = λe1

P−1APe2 = P−1Au = P−1(λu + v) = λe2 + e1

Dunque
P−1AP = (λe1, e1 + λe2)

É questa la forma canonica di A. Il sistema associato a P−1AP é

ẋ = λx + y, ẏ = λy

Una soluzione di tale sistema é y ≡ 0, x = eλt. Una seconda soluzione é y = eλt e
quindi (xe−λt)′ = 1 e quindi x = teλt. Tali soluzioni sono a Wronskiano non nullo
e quindi formano un sistema fondamentale. Dunque un sistema fondamentale per
ẋ = Ax é dato da

P
(
eλte1

)
= eλtv, P

(
teλte1 + eλte2

)
= teλtv + eλtu

Argomenti analoghi si applicano al caso piú generale in cui la matrice n × n A
ha un unico autovalore λ ( avente quindi molteplicitá algebrica n) avente
molteplicitá geometrica 1, cioé Au = λu ha una sola soluzione u1 ( a meno di
multipli).
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La proprietá chiave (che sussiste in effetti senza ipotesi sulla molteplicitá geometrica
di λ e che diamo senza dimostrazione) é la seguente:

(!) Ker (A− λI)n = Rn (!)

1. Una conseguenza di (!) é che

Ker (A− λI)k = Ker (A− λI)k+1 ⇒ Ker (A− λI)k = Rn

Infatti, u ∈ Ker (A− λI)k+2 ⇒ 0 = (A− λI)k+2 (u) = (A− λI)k+1 (Au− λu)
⇒ (A− λI)k (Au− λu) = 0 ⇒ u ∈ Ker (A− λI)k+1 = Ker (A− λI)k.

2. Una conseguenza di dim [Ker (A− λI)] = 1 é che

(+) dim
[
Ker (A− λI)k+1

]
= dim

[
Ker (A− λI)k

]
+ 1

se Ker (A− λI)k é sottospazio proprio di Ker (A− λI)k+1 . Infatti, da

∃u : (A− λI)k+1 (u) = 0, (A− λI)k (u) 6= 0

segue

0 = (A− λI)k+1 (u) = (A− λI) (A− λI)k (u) ⇒ (A− λI)k (αu) = u1

per qualche α 6= 0. Ugualmente (A− λI)k+1 (u) = 0 ⇒ (A− λI)k (βu) = u1

per qualche β 6= 0 e quindi αu + βu ∈ Ker (A− λI)k.
In particolare, da (!) e 1., segue che allora (+) vale per ogni k < n.

3. Una conseguenza di 2. é che

(A− λI)
[
Ker (A− λI)k+1

]
= Ker (A− λI)k

Intanto, u ∈ Ker (A− λI)k+1 ⇒ (A− λI)k (Au− λu) = 0 cioé

(A− λI)
[
Ker (A− λI)k+1

]
⊂ Ker (A− λI)k. Poi, usando 2.,

dim [Ker (A− λI)] = 1 ⇒ dim
[
(A− λI)

(
Ker (A− λI)k+1

)]
=

= dim
[
Ker (A− λI)k+1

]
− 1 = dim

[
Ker (A− λI)k

]
Da 3. segue che esiste u2 tale che Au2−λu2 = u1, e poi, iterando, per ogni k < n

esiste uk+1 ∈ Ker (A− λI)k+1 tale che Auk+1 − λuk+1 = uk.
Sia ora

P = (u1, . . . , un)
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la matrice avente per colonne l’autovettore u1 e gli autovettori generalizzati
uk k = 2, . . . , n. Siccome

P−1APe1 = P−1Au1 = P−1λu1 = λe1

P−1APek = P−1Auk = P−1(λuk + uk−1) = λek + ek−1, k = 2, . . . , n

concludiamo che
P−1AP = (λe1, λe2 + e1, . . . , λen + en−1)

ove P−1AP é descritta come riga di vettori colonna. É questa la forma canonica
per A.

Ora, il sistema differenziale associato a P−1AP é

ẏ1 = λy1 + y2, ẏ2 = λy2 + y3, . . . , ẏn−1 = λyn−1 + yn, ẏn = λyn

Iterando il calcolo effettuato nel caso n = 2 troviamo per tale sistema le n soluzioni

(eλt , 0 , . . . . . . . . . . . . , 0)

(teλt , eλt, 0, . . . . . . . . . , 0)

(t2eλt, teλt, eλt, 0, . . . , 0)

..........................................

(tn−1eλt, tn−2eλt, . . . . . . , eλt)

Tali n soluzioni hanno Wronskiano evidentemente diverso da zero e quindi formano
un sistema fondamentale da cui, applicando P , si ottiene un sistema fondamentale
per ẋ = Ax.
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