AMZ2: Tracce delle lezioni- Settimana XI
PROBLEMA DI CAUCHY: esistenza ed unicita locale

TEOREMA (di Picard)

Sia f € CY(O), O aperto in R". Sia  Bay.(x9) C O. Siano

),
M:= sup | f(z)l, k== sup [Vf(z)|

xEBzr(wo) wEBQT-(.’EQ)

Sia 6>0 tale che k<1, oM <r. Allora: per ognix € B,(x),
YT € CH((=0,9), Baor(wg)) taleche  ~*(0) =z, A°(t) = f(7"(t)) Vte (4,9)

Inoltre, v* dipende in modo continuo da x:

1
7" =l < 5z lo =yl Yoy € Bulao)

Prova. Ricordiamo che lo spazio vettoriale C'([—¢, 4], R™), munito della norma
7|l = sup ||v(¢)]|, é un Banach, e quindi
te[—4,0]

X ={yeC(-60,R"): |v{t)—=z| <r  Vtel][-0,0]}
é spazio metrico completo (rispetto alla metrica indotta). Ora, fissato x € B,.(zg),
vyeX = |v@t)—z| <r Vte[-0,0] = |v{t) =zl <2r Vte[-6,0]

Dunque é ben definita la funzione f(vy(t)), ¢ € [—0,0] e quindi lo é la funzione
()W) =2+ [ fo(Dar,  veX

Chiaramente 77y € C([-6,0],R") Vye€ X. Inoltre, yeX =

[ex —N—Uf dﬂ<ﬂv Ndr| <oM<r = Tyex
e, 7 BEX > Tl < sw |G~ FB)]drl <
< sup | [11F(/() = F(B()dr| < klly = Bl

te[—4,9]




perché f é Lipschitziana di costante k in Ba,(z). Siccome 0k < 1,
T* é una contrazione di X in sé e quindi, per il Teorema delle contrazioni

Wy eX: TTy* = A%, Notiamo che  (77%)(0) = =.
Dunque, v* é 'unica soluzione, definita in [—¢,4] , del problema di Cauchy

V() = f(y(1) VEe(=0,0),  (0) ==

t
Infine,  [7* =] < |lz—yl + ts[ugél 0fllf(v””(f)) — f(y¥(7))|ldr| <
€l—o,

lz =yl + k7" =Vl = 7" =7 < lz—yl|  Va,y € Bp(xo)

1 — ok

PROBLEMA DI CAUCHY: [Unicita globale, soluzione massimale.

Proposizione 1.  Sia f € C*(O,R"), O aperto in R". Siano v € C'((a,b))
e 8 € C'((a,b)) soluzioni dello stesso problema di Cauchy

#(t) = f(x(t),  (0) = o

Se (a,b) C (a, l;), allora v = (B in (a,b): [ € un prolungamento della soluzione .
Prova. Per il Teorema di Picard, esiste § > 0 tale che v = 3 in [t| < J. Quindi

t:=sup{t: ~(r)=p(1), Vr €[0,t]}

¢ ben definito e maggiore o uguale a §. Si tratta di mostrare che ¢ = b. Sia per
assurdo ¢ < b. Per continuitd, ¢ allora anche () = G(f) e inoltre 7(t), 5(t) sono
soluzioni dell’equazione differenziale in (0,¢] . Dunque 7, 5 sono entrambe soluzioni
del medesimo problema di Cauchy

a(t) = f(z(t),  2(t) =~() = B()
e quindi coincidono anche in [£, + o] per un ¢ > 0 piccolo, e quindi

t:=sup{t: ~(r)=p0(1),Vrel0,t]} >t+o

contraddizione. Dunque v = 3 in [0,b) e, analogamente, v = 3 in (a, 0]).



Una soluzione non prolungabile si chiama soluzione massimale. La soluzione
massimale é evidentemente unica ed il suo intervallo di definizione si chiama inter-
vallo massimale di esistenza e si indica (¢ (xg),t"(xg)), 0 semplicemente, se non
vi é ambiguitd, (¢, t").

Se t7(wg) = —o0, tT(zg) = +o0, diremo che il Problema di Cauchy con
condizione iniziale z(0) = xy ammette soluzione globale o per tutti i tempi.

ESEMPI.

Il problema di Cauchy & = z, x(0) = xy ha come soluzione massimale
z(t) = xpe’, teR

mentre il problema & = 22, 2(0) = 29 > 0 ha come soluzione massimale
r(t) =2 te(—o0,L).

1—txg ? R

Proposizione 2. Sia f € C*(R",R"), 5(t) = f(y(t)), t€0,T). Se

M = sup [[f(y(t))]l <+o0
tel0,T)

allora v € prolungabile oltre T'.
In particolare, se y(t) € soluzione massimale e sup || f(7(t))|| < +oo (e quindi, a
)

te(t—,t+
maggior ragione, se vy € limitata) allora t~ = —o0,tT = 400.
’ t
Prova. E (@) = ()l = | [ fy(m))dr|| < Mt —s[ Vs, £ €[0,T) e

quindi 7 ¢é uniformemente continua in  [0,7).  Ne deriva che

3 (1) = Tim 4(t) e (1) = f(x(T))

t—T—

Detta allora 4  la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale 4(T") =
v(T), la funzione uguale a v in [0,7) ed uguale a4 in [T,T + 6] ¢ di classe C*
ed é soluzione del sistema differenziale in [0, 7" + J].

Corollario 1. Sia g € CY(R", R) tale che
(i) {z:g(x) <g(ze)} élimitato Vo e R" (i1) < Vg(z), f(x)> <0 Vz
Allora le soluzioni del sistema & = f(x)  sono definite per tutti i tempi positivi.
Infatti, £g(z(t)) =< Vg(z(t)),& >=< Vg(z(t)), f(z(t)) > < 0 Vt e

quindi la traiettoria x(¢) si mantiene, per tutti i tempi positivi, nella regione limitata
{9(z) < g(x0)} e quindi t* = +o0.



Corollario 2. Data g € C'(R",R), siano g™ :={x: g(x) <M} e
M.={z: g(x)=M}. Se

(i) g™ :={x:g(x) < M} ¢élimitato (ii) < Vg(x),f(x)> <0 VoeexM

allora la soluzione del problema di Cauchy & = f(x) x(0)=x¢y cong(xy) <M
€ definita per tutti i tempi positivi.

Infatti g(z(t)) < M ¥Vt € [0,t%(x0)), giacché, se no, é ben definito
T:=inf{t >0: g(x(t)) > M} equindi g¢g(z(t) <MVE<T e gx(T))=M
Ma questo é assurdo perché, se t < T, T — t piccolo, allora
(gox)(T) =< Vg(x(D)),2'(T) >=<Vyg((T)), f(x(T) > < 0 =
g(a(t)) = g(x(T)) + (¢t = T) [ < Vg(x(T)), f(x(T)) > +o (D] > g(x(T)) =M
Esempio 1. Le soluzioni del sistema 2 x 2

i = _x3y2 y: _2y3x2

_a:+y

sono definite per tutti i tempi positivi: basta prendere g(z,y) per ottenere

d d x%+ 12 . )
r0(a(®).y(0) = Z(—5) = wi+yy = —a'y? — 2yt <0 e

Invece, t~ > —oo quale che sia la condizione iniziale. Questo si pud vedere cosi’:

d
@%@ = 208 + 227 = =22y (2°y%) — 292 (2°2%) = —6(2°y?)?
cioé z(t) := x(t)?*y(t)? risolve 2 = —62% e quindi  2(t) = H%(izo()o)t te (—#(0), +00).
Siccome  z(0) = z(0)?y(0)*> e
: 2,2 z(0) . 2,2 z(0)
. ©@7y) I 62(0)t Y vy 1+ 62(0)t
troviamo  log I(t)) = — f 1+6z) ds, log 3(( —2f 1+6 jds,  ovvero
(0 0 1
o(t) = % y(t) = Ll te(——— +00)
(1+62(0)t)s (1+62(0)t)3 62(0)
Eliminando ¢, troviamo y = ((00))233 Cié segue anche da: % = 2%y =2% ¢
quindi log 210g cioé appunto % = [%]2.



Sistemi gradiente: = —-VF(z) F € C*R"R).

Per applicare i Corollari, basta prendere g = F: < Vg(z), f(z) > = —||VF|?
e dedurre chese {r € R": F(x) < F(x9)} ¢élimitato per ogni zo € R", allora
le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi. In effetti si pué dire di pit:

se F' € inferiormente limitata le soluzioni sono definite per tutti i tempi positivi.

Infatti,  Jo [VF(x(r))|*dr = — 5 (F(x(7))) dr = F(2(0)) — F(x(1)) <
F(2(0)) = inf F = |lz(t) — 2(s)l| = [| [ &(7)dr]| < [J[IVF(x())]ldr <

t—s|2 (J HVF(:U(T))WTI < [t—s|3 (F(2(0)) —inf F)? Vs < tequindi z(t) é

uniformemente continua. Si conclude come nella dimostrazione della Proposizione 2.

Esempio 2. Le soluzioni di i = zy*(z? + y?) y = —yz'(z? +y?)
. 4 . .
sono definite V&: 4 (- +y?) = 22%% + 2yy = 22*y* (2 + y?) — 2y%at (2* + ) =0
e quindi g € costante lungo le traiettorie, ovvero le traiettorie sono contenute
negli insiemi di livello di g, che sono visibilmente limitati.

Sistemi Conservativi, Hamiltoniani. Il sistema T = f(x) si dice
conservativo se esiste un integrale primo , ovvero una G € C'(R™ R) tale che

d
<VG(z),f(z)> =0 Vz, equindi = f(z) = ﬁG(m(t)) =0 WVt
cioé G é costante lungo le traiettorie (G si conserva durante il moto). Se le superfici
di livello {G = cost} sono limitate, le soluzioni del sistema sono definite per tutti i

tempi. Un caso importante é dato dai sistemi Hamiltoniani a n gradi di liberta:

JIZHy(ZE,y>, y: —Hz($7y)

ove H e CYR"™xR"), H = H(z,y), v,y € R* ¢ funzione Hamiltoniana, o
energia totale; ’Hamiltoniana é un integrale primo:

d . . .

S H (@), y(1) = Ho((t), y(8))d + Hy(2(t),y(8))y = —g2 + 29 =0

Una importante classe di sistemi Hamiltoniani é data dai sistemi Newtoniani con-
servative

(%) &= -VU(x) x € C*(I,R"™)

che descrivono il moto di un corpo sollecitato da un campo di forze conservativo
F = —VU. Posto y = &, il sistema del secondo ordine (x) si riscrive in forma
Hamiltoniana, con energia totale H = $||y|* + U.



Diseguaglianza di Gronwall e applicazioni Sia 0 < ¢ € C([0,7),R).
Se esistono 3A, B,C > 0 tali che o(t) < A+ Bt + Cf@(T)dT vVt € [0,7)
allora ’
o(t) < (A+ BCHe® — BC1 vtel0,T)
~ Prova. Sia  ¢(t):=A+Bt+C [y(r)dr. Siha: o(t) <¢@) e
W(t) = B+ Co(t) < B+ Cy(t) per ogni t € [0,7). Dunque
(e7p(t)) = e (v'(1) — Cup(t)) < Be™™"
Integrando in [0,¢],¢ € [0,7T) otteniamo e Clo(t) < e Cly(t) <
¥(0)=BC™ (e —1) = ((0) + BC™!) = BC™'e % = (A+ BC™') = BC e
PROBLEMA DI CAUCHY: esistenza globale. Sia f € CY(R™",R"). Se
3B,C >0: |f(x)| < B+Clz||  VaxeR"

allora le soluzioni del sistema differenziale & = f(x) sono definite globalmente.

PROVA. Sia v/(t) = f(y(t)) soluzione massimale. Integrando, troviamo

v < (0 ||+/||f )ldr < [[4(0 )||+Bt+0/||7 ldr vt <t

e allora, per Gronwall,  ||v(¢)|| < (|[7(0)||+BC~1)e“*—BC™!, Vit <tt e quindi
tT = 400 in virtd della Proposizione 2. Se poi §(t) := v(—t), é B(t) = —(—t) =
—f(y(=t)) = —=f(B(t)),Vt € (—tT,—t7) e per quanto appena provato —t~ = +00.

PROBLEMA DI CAUCHY: Dipendenza continua dai dati iniziali
Sia f € Lip(R",R"), cioé AL >0: | f(z)— fy)|l < Lljlzr —y|| Vx,y € R". Se

(), B(t), te€l0,T] risolvono  &(t) = f(x(t)) allora
|

Iv(8) = BB < [7(0) = BO)le™ vt € [0,T]
PROVA. Segue, applicando Gronwall, da Iv(t) — B(t)] <

< [1(0) - BO)]| + / 1F(/() = FBElldr < [1(0) = BO)] + L / Ir(7) = B(r)lldr

NOTA. Si pud provare che : se f € CHR",R"), ©(t) = f(x(t)),t € [0,T],
allora esistono 6 > 0 ed L > 0 tali che la soluzione del problema di Cauchy
V(t) = f(y(t),7(0) =2 ¢ definitain [0,T] e [v(t) — z(®)[| < [|7(0) — z(0)]|e"
per ogni t € [0, 7], se ||z — z(0)] < 4.



