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Esercizio 1
a) Da g′(x) = 3(x2−2x−3) si ricava che g cresce in (−∞,−1]∪ [3,∞). Quindi g ha un massimo locale
in −1 con g(−1) = 8 e un minimo locale in 3 con g(3) = −24. Poiché lim

x→±∞
g(x) = ±∞, si ottiene

che esistono tre punti x1, x2, x3 con x1 < −1 < x2 < 3 < x3 tali che {g(x) ≥ 0} = [x1, x2]∪ [x3,+∞).
b) Dallo studio di f ′(x) = x2−2x−3

(x2+3)2 , si ottiene la crescenza di f(x) in (−∞,−1]∪ [3,+∞). La funzione
f(x) ha un massimo locale in x = −1 con f(−1) = 1

2 e un minimo locale in x = 3 con f(3) = − 1
6 . Dalla

derivata seconda f ′′(x) = −2 g(x)
(x2+3)3 , si ottiene la convessitá di f(x) in (−∞, x1] ∪ [x2, x3]. Inoltre la

funzione ha un asintoto orizzontale y = 0 a ±∞ in quanto lim
x→±∞

f(x) = 0. Da tali informazioni si

puó tracciare un grafico della funzione f(x).

Esercizio 2
Dal Teorema di de l’Hôpital, basta studiare il limite

lim
x→0+

sin2(2x) cos(2x)
1− cos(2x)

= lim
x→0+

sin2(2x)
(2x)2

(2x)2

1− cos(2x)
cos(2x) = 2.

Esercizio 3
Con la sostituzione t = tanx otteniamo che∫

cos2 x
1 + sin2 x

dx =
∫

dt

(1 + 2t2)(1 + t2)

∣∣∣
t=tan x

=
∫

[
2

1 + 2t2
− 1

1 + t2
]dt
∣∣∣
t=tan x

=
√

2 arctan(
√

2 tanx)−x.

Esercizio 4
Da

lim
x→0

xex

(x4 + 1) sinhx
= lim
x→0

x

sinhx
= lim
x→0

2xex

e2x − 1
= 1,

si ottiene che l’unico problema per l’integrabilitá di xex

(x4+1) sinh x in (−∞,+∞) risulta essere all’infinito.
Siccome

lim
x→−∞

ex

sinhx
= 0 , lim

x→+∞

ex

sinhx
= 2,

si ottiene che esiste C > 0 tale che

| ex

sinhx
| ≤ C in (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

Quindi

| xex

(x4 + 1) sinhx
| ≤ C

|x|3
in (−∞,−1] ∪ [1,+∞),

e dal Teorema del confronto otteniamo l’integrabilitá di xex

(x4+1) sinh x in (−∞,+∞).

Esercizio 5
Si ha che

N∑
n=1

an(x) =
{

0 se 0 ≤ x < 1
N+1

sin2(πx ) se 1
N+1 ≤ x ≤ 1,

1



e quindi per ogni x ∈ (0, 1]
∞∑
n=1

an(x) = sin2(
π

x
).

Inoltre, da
N+M∑
n=N

an(x) =
{

sin2(πx ) se 1
N+M+1 ≤ x <

1
N+1

0 altrimenti ,

si ottiene che per xN = 1
N+ 3

2
e M ≥ 1

sup
(0,1]

|
N+M∑
n=N

an(x)| = 1

che non tende a zero per N → +∞. Non si ha quindi convergenza uniforme in (0, 1]. Dato 0 < δ ≤ 1,
si ha invece che per N > 1

δ − 1

sup
[δ,1]

|
N+M∑
n=N

an(x)| = 0,

e si ha quindi convergenza uniforme in [δ, 1].
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