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flay) =22 —z+2°+1 A={(z,y) eR?| & +42 =1}

Sia g(z,y) = % +9% -1

Dobbiamo cercare il massimo e il minimo di f su A = {g = 0}.
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Per il principio dei moltiplicatori di Lagrange i punti di massimo e minimo di f su

9f _ \%g
X
A sono soluzioni del sistema di equazioni: %—z = )\g—z
g(z,y) =0
Dobbiamo dunque risolvere il sistema
2r—1=\%
4y =2y
2
2 _
Tty =1

Dalla seconda equazione si ricava che y =0 V A = 2. Se y = 0 allora dall’equazione
del vincolo ricaviamo che x = £2.

Se A = 2 allora sostituendo nella prima equazione otteniamo 2x — 1 =2z — z =1
e dall’ ultima equazione y = :t@. Quindi le soluzioni del sistema sono (£2,0) e
(L, =£%).

Per capire quali di questi punti sono punti di massimo e quali di minimo e sufficiente
calcolare i valori che f assume in questi punti.

£2,0) =3, f(=2,0) =7, f(1,£5) = §

Quindi il massimo di f & 7 ed & assunto nel punto (—2,0) mentre il minimo & g ed
& assunto in (1, :I:@)

Sia f(z,y) =y' —22%y* B={(r,y) eR*| ~1<y<1-2"}

I punti di massimo e minimo di f su B o sono interni a B (e quindi sono punti
stazionari di f ) oppure si trovano sul bordo di B.

Cerchiamo prima i punti di massimo e minimo interni a B.
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3 zy oy — W 0%
—4zy3 =0 .

{4y3—6x2y2—0 —y=0

quindi tutti i punti della forma (x,0) con = € (—1,1) sono punti stazionari di f e
quindi possibili punti di massimo/minimo nell’ interno di B.

Cerchiamo ora i punti critici sul bordo di B.

0B = Bl U BQ dove

By ={(z,y) eR’ |y=1-2% 2 € [-v2,V2]}

By ={(z,y) eR* |y = -1,z € [-v2,V2]}

Sia g(z,y) = y + 2% — 1; i punti critici di f su B; sono soluzioni del sistema
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% = )\% —4xy? = 2)\x
67% = Aa—z cioe { 4y3 — 622y% = A
g9(z,y) =0 y=1-a
Dalla prima equazione ricaviamo che z =0 o A = —2y°.
Se x = 0 allora dall’ ultima equazione si ottiene y = 1.
Se A = —2y3 allora la seconda equazione diventa 6y — 62%y> =0 dacuioy =0

oppure y =x2. Se y =0 allora x = 1. Se y = 22 allora l'ultima equazione diventa,
_ 1 1 1

22 1:>:v—:|:f2x—:|:fey_2

Quindi le soluzioni del sistema sono (0, 1), (£1,0) e (:I:%, ).

Studiamo ora f su Bs.

F|B,(2,y) = 1+ 222 ha un minimo in (0, —1) e due massimi per x = 4+/2.

Altri possibili punti di massimo sono i punti di intersezione di By e By cioé i punti

(_\/57 _1) € (\/57 _1)

Riassumendo i possibili punti di massimo e di minimo in B della funzione f sono

(0,1), (£1,0), (£ f, 1),(0,—-1), (£v2,-1) e i punti del tipo (z,0) con —1 < z < 1.
f(O,:tl) = 17 f(:l:l,O) - 07 f(i%’ %) = _Tlfw f(:t\/?v _1) = 57 f(:)LO) =0.

Quindi il massimo di f € 5 e il minimo ¢ —

f,y,2) = e" w2
Sia g(z,y,2) = 2% + y?> + 22 — 1. Dobbiamo cercare il massimo e il minimo di f
sull'insieme {g = 0}.

L
16 °

5= Qe =Yz % =(1— Z)ea:2+y7yz % _ _yez"‘er*yz
I punti critici di f sulla sfera sono soluzioni del sistema
2we® VUV = 2)\g
(1—z)e”’ tv-vz = 2)\y
—y612+y_yz =2)\z
2 +y?+22=1
(1—2z)e¥v* =2\y
-Se = 0 il sistema diventa —ye¥TY* =2)z . se y = 0 dal sistema si ricava
y+22=1
z = £1 mentre se z = 0 dalla seconda equazione ricaviamo che y = 0 che pero non
¢ accettabile perche non soddisfa I'ultima equazione. Se y, z # 0 allora dalle prime

due equazioni ricaviamo che 2 \e™ ¥ 1Y% = FTZ =4 = y? = 2% — z; sostituendo
nella terza equazione otteniamo che 222 — 2z — 1 = 0 = 2z = —%, 1. Sez=1
otteniamo y = 0 mentre se z = —% otteniamo che y = :t?.
-Se = # 0 allora dividendo per 2z la prima equazione del sistema di partenza si ot-
exz-i-y—yz =\ ex2+y7yz =\
— e ty—yz — ) =
tiene che (1 f)e 2y == (1-2)=2y = 1—-2z=—-4z =
—ye® TYTYE =2z —y =2z
2yt +22=1 2y +i=1
1 2
z= -3 ==y = 3 T = 3 Quindi i possibili punti di massimo/minimo di f sono
(0,0,41), (0,+¥%3, ~1) e (i%,%,—%) »
3v3 4
f(:l:%a %5 7%) =e3

3

F0,0.41) =1, F0, 58, =5) = ", f(0,—5, =) = e
feesm

Quindi il massimo di entre il minimo & e~ 1.

A={(z,y,2) eR? |2 <1 -2 —9? 2>0} f(z,y,2) =2 — > + 2% — 2?24+ 9*

O ez Y o2 _1) 99
ax—Qa:(l z) ay—Zy(Qy 1) 82—22 x



Cerchiamo per prima cosa i punti critici di f interni ad A.

2¢(1—2)=0
Questi punti devono essere soluzioni del sistema ¢ 2y(2y?> —1) =0 che perd non
2z — 22 =0

ha soluzioni interne ad A (le uniche soluzioni del sistema o non stanno in A oppure
si trovano sul bordo di A)

Cerchiamo allora i possibili critici di f su 0A. 0A = A; U Ay U A3 dove
Ay ={(z,y,2) eR® | 2 =1—2% — ¢, 2> 0}

Ay ={(z,9,2) ER* | 2 =0, 2* +9*> < 1}

Az ={(z,y,2) eR® | 2=0, 22 +¢y> =1}

2x(1 —2) =2z
2y(2y? — 1) = 2y

I punti critici di f in A; sono soluzioni del sistema 9% 22 — \ . Dis-
224y +2-1=0
tinguiamo due casi:
2y(2y° — 1) =2y
-Se x = 0 allora il sistema diventa ¢ 2z = A . Dalla seconda equazione

yP+2z-1=0
si ottiene che y =00 A = 2y?—1. Se y = 0 allora z = 1. Se invece A = 2y —1 allora
si ha 2z = 2y? — 1 e quindi dalla terza equazione ricaviamo che z = i =y = j:@.

(1-2)=2A
2 _ =
-Se x # 0 allora dividendo per x la prima equazione abbiamo gg(zyﬁ :11\ 2y

?2+y>+2-1=0
Dalla seconda equazione otteniamo che o y = 0 oppure 2y — 1 = A. Se y = 0 il sis-

(I1—-2)=2A
tema diventa { 2z — 2 =\ dacuil—z=2z—2% = 22 = 32— 1. Sostituendo
224+2-1=0
nell’ultima equazione otteniamo che z = % e quindi x = i%. Se A =2y%2—1 al-
1—2=2y>-1 y=1-%
lora abbiamo che { 2z —22=2y2 -1 ={ 2?2=3z-1 sostituendo
2 +y2+2-1=0 2+ +2-1=0
le prime due relazioni nella terza otteniamo che 3z —1+1-3+2-1=0= %z =
1l = 2z = % da cui 22 = —% che non ¢ possibile. Quindi le soluzioni del sistema
sono (0,0,1),(0,£%2, 1) e (£95,0,3).

Cerchiamo ora i punti critici in As U Az. Per far questo osserviamo che f(z,y,0) =
2?2 —y? +y* = h(z,y). Quindi per trovare i massimi/minimi di f su Ay U A3 dobbi-
amo trovare i punti di massimo e minimo di h sul disco z? + 3% < 1. I punti critici

di f su A, sono i punti stazionari di h nel disco aperto 22 + 3% < 1

oh oh
— =2 — =2y 4P =292 -1
5 = 2% 9y y+4y” =2y(2y” — 1)

quindi i punti stazionari di h all'interno del disco sono (0, 0) e (0, :I:%)
Infine i punti critici di ~ su 22 + y? = 1 (che corrispondono ai possibili punti di

2z = 2)\x
massimo/minimo di f su A3) sono soluzioni di { 2y(2y? — 1) = 2\y
24yt =1
-Se x = 0 allora y = +1
1=
-Se z # 0 allora A = 1 quindi { 2y(2y> —1)=2y = y=00y==%1. Sey=0
224yt =1

allora z = +1 mentre se y = 1 allora z = 0 che pero in questo caso non ¢ possibile.



Quindi i punti stazionari di f su Ay U A3 sono (0,0,0), (O,j:%,O), (0,£1,0) e
(+1,0,0).

Lf(+35,0,3) =4, f(0, £, 1) = -1

Quindi il massimo di f & 1 mentre il minimo & —%

Esercizio 5 Sia C = {(z,y) | 2* — 22 + y* = 0}

(a) Sicuramente C' & chiuso perche ¢ U'insieme degli zeri di una funzione continua.
Inoltre se (x,y) € C alloraz? —2t =¢y? > 0= 2 <22 =22 <1 = 2| <
1 e di conseguenza y2 =22 i<l —-z'<1l= |y| <1.
Dunque C C [-1,1] x [—1,1] cioe C & limitato.
Quindi C' & compatto perche e chiuso e limitato.

(b) Per trovare i punti di C' che distano meno dalla retta y = —2 dobbiamo trovare

i punti di minimo della funzione f(z,y) = (y + 2)? su C.
C = {g =0} dove g(z,y) = 2% — 22 + 2.
Vo(z,y) = (4a° — 2z, 2y)
Per il principio dei moltiplicatori di Lagrange i punti di minimo di f su C' in
cui Vg # (0,0) devono essere soluzioni del sistema

0 = \(4a3 — 27)

2y +2) =2\y

2t — 2?2 +9y2 =0
Dalla prima equazione si ricava che A = 0 oppure 423 — 2z = 0. Se A = 0 allora
abbiamo che y = —2 e quindi sostituendo nell’ ultima equazione che z* — 22 +
+4 = 0 che perd non ha soluzioni reali. Se 4% — 2z = 0 allora abbiamo x =
0, i%. Sostituendo nell’'ultima equazione troviamo i punti (0, 0), (i%, +1).
Il punto (0,0) non & una soluzione del sistema percheé non soddisfa la seconda
equazione quindi le soluzioni del sistema sono (:t%, :I:%)
Oltre a questi punti dobbiamo considerare i punti di C in cui Vg = (0,0).
L’unico punto di C in cui Vg = (0,0) & (0,0).
Quindi i possibili punti di minimo di f su C sono (0, 0)

€ )
F0,0) =4, f(£5,5)=(3+2° = e f(£5,~3) = (-3 +2)* = ] quindi
i punti di C che distano meno dalla retta y = —2 sono (+-=, f%)
Esercizio 6 C = {(z,y,2) e R® |22 +y?> =1, 2 > 0} f(z,y,2) = 2% 4+ 222 — zy?
(a) f non & superiormente limitata su C perche (1,0,n) e CVn € Ne f(1,0,n) =
n? +2n =% +oo0.
Invece f ¢ inferiormente limitata perche f(z,y, z) = 22 +2zz —xy? > 22— 22—
vyt =(z—-12-1—-2y?>(z—-1)2-2>-2.

(b) Siccome f non & superiormente limitata allora sup f = 4oc.

c
Notiamo che se (2, Yn,2n) € C € |(Tn, Yn, 2n)| — o0 allora f(zn, Yn, 2n) —
400. Questo ci dice che irclf f o & assunto in un punto di C oppure si ottene

avvicinandosi ad un punto del piano {z = 0}. Cerchiamo i punti critici di f su

2z —y? =2z
C. Questi punti sono soluzioni del sistema —2ry = 2\y

224+2x =0

372 + y2 =1



-2z —y? =2\z

. L ) 2y =2

dalla terza equazione ricaviamo che z = —z quindi . j:?ix Ay . Dalla
seconda equazione si ricava che y = 00 A = —z. Se y = 0 allora x = £1 e
z=—x=7F1 (ilcaso x =1 e z= —1 non & ammissibile perché in C ci sono
solo punti con z > 0 ). Se A = —z allora dalla prima equazione abbiamo che
y? = 222 — 2x e quindi sostituendo nell’ ultima equazione otteniamo 3x2 — 2z —
l1=0=z=10zx= f%. Come prima il caso = 1 non ¢ accettabile perche
corrisponde ad un valore negativo di z. Se x = f% allora z = l ey = j:%ﬂ
Quindi gli unici punti critici di f su C sono (—1,0,1) e (—7 :|:2‘3[, :1,))

Vediamo ora come si comporta f quando ci avviciniamo al piano z = 0.
f puo essere prolungata con continuita al piano z = 0 ponendo f(z,y,0) =
—xy? = g(x,y). Studiamo dunque i punti critici di questa funzione sul cerchio

2 +y? = 1.
—y? =2\z
—2zy = 2y . Dalla seconda equazione si ricava che y = 0 oppure A = —z.
2 2 _
zt+y =1
Se y = 0 allora = £1 mentre se A = —zx allora y? = 222 e quindi sostituendo

nella terza equazione si ricava 312 =1 = x = i% ey = :t\/g.

f(_]-7071) = _]-7 f(_7 :t2\3,[7;,) = 2577 f(ﬂ:l,0,0) =0, f(%ai %70) =

3\/57 fl=2 =+ 2,0) = ﬁ-
Quindi 1IC1f f = —1 ed ¢ in effetti un minimo perche & assunto nel punto (1,0, —1)

z+y+z sez>0

) — 3 2 2 2
i u-v:  ge < SUB =By €RT 274y 427 <)

Esercizio 7 F(z,y,z) = {

Siano fi(z,y,2) =z +y+ze fa(z,y,2) = e’ +¥=¥% o siano
Br={2?+y?>+22<1,2 >0}

By = {22 +y?>+ 22 <12 <0}

f1 & continua sul compatto B; e fo & continua sul compatto B,. In paricolare la
funzione F & una funzione linitata sulla palla 2% + y? + 22 < 1. Cerchiamo il mas-
simo e il minimo su B; della funzione f;. Vf; = (1,1,1) quindi non ci sono punti
critici di f; nell'interno di By. I punti critici di f; sul bordo di By o si trovano nel
disco unitario del pino {z = 0} oppure sulla porzione di bordo della palla unitaria
contenuta nel semispazio z > 0.

Sul piano z = 0 fi(z,y,0) = x + y quindi i punti critici sul cerchio unitario
1=2\z
sono soluzioni di 1=2\y che ha come uniche soluzioni i punti (- 73 f)
2,2
¢ +y =1
e (—7, —%) I punti critici di f; sul bordo della palla sono invece soluzioni del
1=2\z
. 1=2\y . . . ..
sistema § \x che ha come unica soluzione nella regione che ci in-
22 4 y? 4 22 =
. 1 i 1 . . s T < 1e . e .
teressa il punto (%, 75 7) Quindi i possibili punti di massimmo/minimo di f;

in B; sono i punti (\f 75 \1[) (%,%,0) e (*%,*%,0)

fl(\f V3’ \[) f fl(\[ V2’ ):\/iefl(_%7—%,0) —\/i.

Quindi il massimo di f; su By & v/3 ed & assunto in (==, %, %) mentre il minimo

Sl



& —/2 ed & assunto in (f%, f%,())

Calcoliamo ora il massimo e il minimo di f; su Bs.

Vi = (2xe$2+y_yz, (1- z)e$2+y_yz, —ye””2+y_yz) che non si annulla mai nell’inter-

no di By quindi gli unici punti critici di fo si trovano sul bordo di Bs. Questi

punti o si trovano nel disco unitario del piano {z = 0} oppure sulla porzione della

sfera unitaria contenuta nel semispazio {z < 0}. Sul piano z =0 fa(z,y,0) = e+,

Questa funzione non ha nessun punto critico all’interno del disco z? +y? < 1 mentre
2z +Y = 2\

sul bordo del disco abbiamo Tty — 9 Ay . Dalla prima equazione abbiamo
? +y? =1

z=00A=e"*Y. Sez =0alloray = %1 mentre se A = e *¥ abbiamo y = 1

er = ig. Quindi le soluzioni del sistema son (0,%+1) e (+ \zf, ). 1 punti critici

sulla porzione di sfera unitaria si trovano risolvendo lo stesso sistema dell’esercizio

3 e quindi sono (0,0, —1), (0, :ti 71) (ig, 3,7%),

I possibili punti di massimo o minimo di f» sono dunque (0,0,—1), (0, :I:@, —%)7

(£3.3.-%), (0.£1,0) ¢ (i{,;,m

f2(0,0,-1) = 1, f(0,°8* ’—5) = et 0= —5) = e p(45, 5 -4) =
4

3130
es, f2(0,£1,0) = et e f(+ 0) = ef. Qulndl il massimo di fy su By ¢ e3 ed

2 725
¢ assunto su (ig, = f%) mentre il minimo & e~ %> ed & assunto in ( ,f%, f%)
I conti che abbiamo fatto ci dicono che F(z,y,2) < es in B e quindi siccome
F(+£2,2,—1) = ¢5 abbiamo che 3 é il massimo di F.
3 1
InveceF> \/ﬁeF(——-i-f _T Ly - V243  \2con (_ﬁ—i—

711, —7 + = 7) € BV n >3 quindi 1nfBF = —/2 e non & un minimo perche non
cl sono punt1 di B in cui F vale —/2.



