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F(z,y) =2 —¢e* — cosz in (0,0)
F & una funzione di classe C! in un intorno del punto (0, 0) tale che F(0,0) = 0

e 2—5(0,0) = —2¢%

= —2 # 0 dunque per il teorema della funzione im-
(0,0)

plicita 3 r,p > Otaliche sup |F(z,0)] < P sup
2€B,(0) 2|1l B, (0)xB,(0)

—1
dove T = (%—5(0, 0)) ) epertalir,p 3g: B.(0) — B,(0) tale che, in un

intorno di (0,0), 'insieme {F = 0} ¢ il grafico di g. Stimiamo i raggi r e p im-
oF 1

1-T—| < =:
dy 2

P

ponendo le condizioni sup |F(z,0)| < P e sup
2€B,(0) 27N B.(0)xB,(©)

1 1
|F(z,0)] =]1 —cosz| < §x2 < 57"2 quindi per avere sup |F(z,0)| <

2€B,.(0) 2T

( nel nostro caso T'= —% quindi ||T|| = ) possiamo prender r in modo tale
che 3r? < p=1r < /2p.
Inoltre supponendo p < % si ha che

OF 10F
1-T—| =14+ -—|=|1-¢€*| <6ly| <6p quindi per avere
dy 2 Oy
sup 1 —-T—| < - possiamo prendere p < 1—12 Dunque possiamo
B,(0)x B,(0) dy |~ 2

prendere p = % er < %.

Calcoliamo ora lo sviluppo di Taylor di g: sappiamo che {F = 0} & il grafico
di g quindi si ha F(z,g(x)) =0 =2 — €29 —cosz ¥V = € B,(0); derivando
rispetto ad z otteniamo che —2e29(*)¢’(z) + sinx = 0. Calcolando in z =0 e
ricordando che g(0) = 0 otteniamo che —2¢’(0) = 0 = ¢'(0) = 0. Derivando
nuovamente si ottiene che —4e29(*) g/ ()2 —2¢29(®) g (x) +cos x = 0. Da questo
ricaviamo che ¢”(0) = 1. Pertanto lo sviluppo al secondo ordine di g &

9(x) = 9(0) + ¢'(0)z + 19"(0)2? + o(z?) = 122 + o(?).

F(x1,2,y) = y* + ™% — 21in (0,0,1)

F & una funzione di classe C! in un intorno del punto (0,0,1) tale che

F(0,0,1)=0c¢e a—F(O,O, 1) =2y = 2 dunque per il teorema della fun-
Ay (0,0,1)

zione implicita in un intorno di (0,0,1) I'insieme {F = 0} ¢ il grafico di una

funzione y = g(x1,x2). Stimiamo i raggi r e p degli intorni di definizione di

F': supponendo per semplicita che r <1 si ha

- 3 3 3
|F(z1,22,1)] = [€"72 — 1] < 3|z122| < 5(1’% +23) < 57“2 < 5" quindi per avere
sup |F(z1,22,0)] < P p ( nel nostro caso T' = 1 ) possiamo pren-
2€B,(0,0) 2|\
OF 10F
dere r < %p. Inoltre (1 = T—| =|1—- -—| = |1 —y| < p quindi per avere
dy 2 Jy

p



OF 1
1 —T—| < = basta prendere p < % Dunque possiamo prendere

sup | = 2

B, (0)xB,(0)
p= % er < %

Calcoliamo ora lo sviluppo di Taylor di g: sappiamo che {F = 0} & il grafico
di g quindi si ha F(z,g(z)) = 0 = g% + €®1%2 — 2. Derivando in z; e xo
otteniamo che

29 guy +x2€™1*2 =0 e 2g g, + x1**2 = 0 calcolando in (0,0) siccome
¢(0,0) = 1 abbiamo che g, = g5, = 0. Derivando nuovamente in tutti i modi
possibili otteniamo:

2921 + 29 Goyoy + 2377 =0

291‘191‘2 + 2g gl‘1l‘2 + ezle + x1x2€$112 = 0

293:2 +29 Guow, + ‘T%BINEQ =0

Calcolando in (0,0) otteniamo g4, = guyz, = 0 € guyz, = —3 quindi
g(z1,22) =1 — w129 4 o(z? + ¢?).

F(x1,22,y) = 1 —log(e + x2) +sin(2z122y) + 27 —y* in (1,0, -1)

F & una funzione di classe C* in un intorno del punto (1,0, —1) tale che
OF

F(1,0,—-1) =0e —(1,0,—1) = 2122 cos (2z1x2y) — 2y = 2 dunque
9y (1,0,-1)

per il teorema della funzione implicita in un intorno di (1,0, —1) Pinsieme

{F = 0} ¢ il grafico di una funzione g(x1,x2). Stimiamo i raggi r e p degli

intorni di definizione di F' (supponendo r,p < 1):

|F(x1, 22, —1)| = [1 —log(e + x2) —sin (2z122) + 27 — 1| < |log(e + x2) — 1|+

+| sin(2z122)| + |22 — 1| = |log (e + 22) — loge| + 2|1 22| + |21 — 1||z1 + 1] <

< ‘log(l—k ﬂ)‘ +4|za| + 3|z — 1] < 2M +4r 4 3r <71+ 7r = 8r quindi per
e e

avere sup |F(z1,22,0)] < S p ( nel nostro caso T = 1 ) possiamo
2€B,(0,0) 2|

prendere r < £. Inoltre = |14y — z122 cos (22122)|

F 1

T P P L
dy 2 Jy

<14yl +|erws| < p+2las| <p+2r <p+~2
OF 1 !

1-T—| < 5 basta prendere p < % Dunque possiamo prendere

dy

p=p quindi per avere

sup
Br(0)xB,(0)

p= % er < %.

Calcoliamo ora lo sviluppo di Taylor di g: sappiamo che {F = 0} & il grafico
di g quindi si ha F(z,g(z)) = 0 = 1 — log (e + z2) + sin(2x1229) + 27 — ¢°.
Derivando in x7 e x5 otteniamo che

2cos(2x1w29)(x2g + 12294, ) + 221 — 29 gzy =0

7@ + 2cos (2x1ng)(:€1g + z1x29r2) —299e, =0

calolando in (1,0) siccome g(1,0) = —1siha g, (1,0) = —1 e g,,(1,0) = 144
Derivando le due relazioni precedenti otteniamo:

—48in(221229) (229 + 21222, )* +2 c08(221229) (20290, + 2012, ) +2— 292 —
299212, =0

—4sin(2x1229)(x2g9 + 12294, ) (219 + X1T292,) + 2€08(221229) (9 + 29z, +
T192, + T12202125) — 2921 Gy — 299210, = 0

a7 — 28i0(201229) (€19 + 2120200,)° + 2 €08(221229) (201 9z, + T122Ga50,) —

2922 - 299:101:702 =0

da cul ricaviamo gz1z1(150) =0, gz1z2(170) =1- gilea ngwz(LO) =-1- Ile
Quindi lo sviluppo di Taylor di ¢ in (1,0) &

gz, ) =—-1— (21— 1)+ 1+ £)zo+2(1— 2) (a1 — oo — (1+ L) 23+
+o((z1 —1)% + 23)




(d)

F(z,y) =logz + cos(zy) in (1,%) F & una funzione di classe C* in un intorno
OF

del punto (1,7%) tale che F(1,5) = 0 e —(1, z) = —zxsin(zy) =-1
dy 2 (.5

dunque per il teorema della funzione implicita in un intorno di (1, %) I'insieme
{F =0} ¢ il grafico di una funzione g. Stimiamo i raggi r e p degli intorni di
definizione di F': per semplicita supponiamo che r < % ep<l1

’F (x,g)’ = ’10g:c+cos (gx)’ < |10g(1+$’1)|+‘cos (ngerg)’ =

2
1
< Sle—1+ sin(g(x—l))‘ §27“+g\x—1| §2T+gr§2r+2r:4r
quindi per avere sup |F(zx,0) P__"° ( nel nostro caso T'= —1 ) pos-

| < 4
2€B,(1) 2||T|| 2
siamo prendere r < g Inoltre ‘1 - T ‘ ‘ = |1 —zsin(ay)| <

<1—2a|+|z—zsin(zy)| < |1 —z|+ \x||1 - sln(xy)| <r+2|1—sin(zy)| =

2
r+2’1—sin(zy71+g)’:r+2‘1—cos(:€y7§>‘§r+’xyfg‘ <r

2
T i P
+‘xy—§‘ §r+|a:y—y|+‘y—§‘ §T+3|$_1\+p<4r+,0< §+P=§P
OF
quindi per avere sup 1-T—| < = basta prendere p < 3. Dunque
B.(1)xB,(%) dy

possiamo prendere p = % er< i

Calcoliamo ora lo sviluppo di Taylor di g: sappiamo che {F = 0} & il grafico
di g quindi si ha F(z, g(z)) = 0 cioe logz + cos(zg) =0V z € B,(1).
Derivando in z si ottiene che

~ —sin(ag)(g +ag) = 0= g'(1) =1~ 7

1 .
— 5 cos(zg)(g + xg')?* — sin(xg)(2¢' + 2¢”) = 0= ¢"(0) =7 — 3.

Quindi g(x) :g—i- (1—%) (x—1)— 7T_?)(ac—l)z-i—o(x—l)z

Esercizio 2 Sia F : R® — R? definita da
F(x,y1,y2) = (arctanx — e ¥ sinyo, e* "Y1 — sin(zys) — cosh gy )

(a)

F & una funzione di classe C'! in (0,0,0) con F(0,0,0) = (0,0) e
oF _ e Y1 sinyo —e Y1 cosys _ 0 -1
a—y(0,0,0) - ( —e®™¥ —sinhy;  —wcos(zy2) /|, ,, \ -1 O

- 0 -1
. OF N o1 _ OF o
Siccome 5-(0,0,0) & invertibile (e T' = (Ty) = ( 10 ) ) allora per

il teorema della funzione implicita 3 r,p > 0 e una funzione g : B,(0) —
B,(0,0) (g = (g1(2),92(z))) di classe C* tale che F(z,gi(z),g2(x)) = 0V
x € B.(0).

Stimiamo i raggi r e p supponendo 7, p < %:

F(z,0,0) = (arctanx,e® — 1); siccome |arctanz| < |z| < r e |[e? — 1] <
3|z| < 3r allora abbiamo che |F(z,0)| < V72 + 972 = \/>7‘ < 4r. Tenendo
conto del fatto che ||T'|| < 2||T'[|oc = 2 allora prendendo r < £ abbiamo che

et RIS gy

1d— TaF ( 10 ) B ( 0 -1 ) < e Y1 sinyy —e Y1 cos yp )
Oy 01 -1 0 —e" ¥ —sinhy; —x cos (xy2)

[ 1—e"¥ —sinhy;  —xcos(xy2)

o e Y1 sinys 1—e Yt cosys

Stimiamo le singole componenti di questa matrice



1
[L—e"™¥ —sinhyy| < [1—e™ " 4 Sl —e ™ <3|z — 1|+
2
1 _ 3 25
—|—§|ey1 —1+1—e "] <3lz|+3ly1] + 3|y < 3r+6p < 1—6p+6p_ ="
|~ wcos (ay)| < o] <7 < L

le7 ¥ sinys| < 3ly2| < 3p ; ;
[1—e ¥ cosys| < |1 —e¥ |+ e |1 — cosya| < 3|y1| + §|yg|2 <3p+ 5p2 =

_ 3, 3 9
R oF 25
Ne segue che ||Id — T Hoo < 4 —p
Se prediamo Ip <1 7 cioe p < 4 55 abbiamo che
oF oF
sup 1-T—|| <2 sup ‘ H
B,(0)x B, (0) dy B, (0)><B 0)

Prendiamo quindi p = 1 er < 400

Determiniamo lo sv1luppo di Taylor al secondo ordine della funzione g. Sap-
piamo che F(x, g1(x), g2(z)) = 0 cioé che
arctanx —e 9t sings =0 e e 9 —sin(xge) — cosh g;. Derivando in z otte-
niamo che

Tz +ghie P singy —e "9 cos ga gh = 0

e*791(1 — g}) — cos(xg2)(g2 + xg5) —sinhgy g1 =0
da cui g1 (0) = ¢5(0) = 1.

ﬁ + g’l’e_gl sings — gi%e 9 sings + gighe 9 cos ga + gighe 9 cos g +
e 91 sin go 92 —e Jcosgy gy =0
e" 9 (1 - g1)* — gf (€79 + sin(zg2) (g2 + 2g5)* — cos(xg2)(g5 + g5 + xg5) —
cosh gy g2 —sinh gy g =0
da cui gf = =3 e g4 = 2. Quindi lo sviluppo di Taylor della funzione g &:
9(@) = (91(2), 92(2)) = (2 — 30% + o(&?), x + a® + o(a?))

oo

Esercizio 3 Sia F : R? — R? definita da ,
F(z,y) = (2* + zlog(1 + y) 4+ 2 cos(z + §),arctany — e* cosx)

(a)

JF xr,Y)= 2 . 2
() —2ze* cosx + sinx e* L

3z +log(1 4+ y) — 2sin (z + §) Tty
T+y2

Jr(0,0) = ( _02 (1) > che ¢ una matrice invertibile quindi per il teorema

della funzione implicita 3 una funzione g : B,(0,—1) — B,(0,0) di classe
C* tale che F(g(u,v)) = (u,v) V (u,v) € B,(0,-1).

1
Dobbiamo imporre che sup |[Id —TJ¢(z,y)| < 3¢ che r < Q\LTH'
B,(0,0)
1
Per far questo prendiamo r, p in modo tale che sup ||Id — TJs(x,y)|co < 1
B,(0,0)

p
e che r < =

10
Nel nostro caso si ha che Jg( =T = ( 2 1 ) quindi

3z +log(l+y) —2sin(x+ % £
1d—TJp(z,y) = 1d — Bl +y)=2sin(wd3) oy
—2xe® COSZ‘-‘rSlDl‘ e’



Esercizio 4 V = € [0,1] si ha che |®(f)(z) — ®(g)(z)] < ‘/L sin
0

xT
</
0

Esercizio 5

()

2 . .2
T cosx —sinx e” 1— 1L

(1+‘;’x2+§log(1+y)—sin(x+§) %ﬁ )
2ze s

3 1 3 3
|1+2x2+210g(1;y)—sinl(x+g) < §x2+|y|+ ‘l—sin <x+g)‘ < 2P
+p+ |1 —cosx| < §p+p+ §p=3p
1 =z 1 ||

< <lef<p
21+y 2[1+y|
[22e” cosx — sin ze®™ | <6|x|+ 3z <9
1 y? 5
1-— < < <
’ 15,7 1erg_lyl_p <p
1
Quindi ||Id — TJf(J:,y)HOO < 9p. Per avere Bs?op : lId —TJ¢(x,y) e < 1
possiamo prendere p < 55. Si pu6 quindi prendere p = i er < 4p

Per determinare lo svﬂuppo di Taylor della funzione g sfruttlamo il fatto che

J,(0,—1) = J;(0,0)" =T = ( =

Quindig(uvv)( 0% 2)(1111)*”( u2+(u+1)2>:
~Juto(VuZ+ (v +1)?)

v+1+o< u2+(v+1)2>

f@zz) —sin 1gfz)f2) dt' :

() . g(t) “1f(E) —g(@)] N =gl
sm<1+t2)—sm(1+t2)‘dt§/o Wdtg/o T —dt =

s
= arctant| ||f —glloc = arctanz ||f = gllec = 7If = glloo-

0

Dunque [|®(f) — ®(9)]|co < I||f — glloo € quindi ® & una contrazione.

(a)

(k) = 7T—|—51n(nk).

Notiamo che xz, € I, per p > 1 e che z, ¢ l;. Inoltre se consideriamo la

successione z(k) = % sthache Vp>1 o, —z|, < |z, — 2|1 =
- —1|. (3 — 3 1w .0
-3 > i ()| £ X e =25 =0
k=1 k=1 k=1

Possiamo concluderne che per p > 1 z, — z in l, e che per p = 1, anche

7T+Sin(%) om

k

n—oo .
sexp,x ély,xp—x €l ex, —x — 0inly.

- 1
2o (k) :;m

i & =1 4 1 4 .y 1 3
Vn si ha z,, € [, perche z, (k) = ser1 T ez Tt @ernye © uua somma
finita di successioni di /,,. Per studiare la convergeza di x,, conviene osservare

n+1
. SRS DR [P (U S
1 O ¢k i (WH)
he 2 (k) = > = -
che eall) @R+ 241 1 gy 22

1
Sia 2(k) = — allora si ha che

2k?



n+1
0 |1 — (ﬁ) 1 [e'S) 1 1 n+1
len = 2lly < llzn =2l kz_l o%? 202 ; 2%2 <2k2 T 1) -

o 2

1 1 1 x n—oo
Sy g gwg 0
k=1




