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Esercizio 1
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2.
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Esercizio 2 (a) Per il teorema di lagrange | sin x| = | cos ξ||x| ≤ |x| con ξ ∈ [0, x].

(b) |1 − cos x| =

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

sin tdt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ |x|

0

| sin t|dt ≤
∫ |x|

0

tdt =
1

2
t2

(c) |ex − 1| = eξ|x| ≤ e|x||x| ≤ e|x| ≤ 3|x|

(d) | log(1 + x)| =
1

1 + ξ
|x| ≤ 1

1 − 1
2

|x| = 2|x|

(e) | sin x − x| =

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

cos t − 1dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ |x|

0

| cos t − 1|dt ≤
∫ |x|

0

1

2
t2dt =

1

6
|x|3

1



Esercizio 3 Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R
2:

(a) A = {(x, y) ∈ R
2 ; |y| ≤ 1 − |x|, −1 ≤ x ≤ 1};
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(b) B = {(x, y) ∈ R
2 ; x2 + 4y2 ≤ 4, x2 − 2y2 ≤ 1};
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(c) C = {(ρ cos θ, ρ sin θ) ∈ R
2 ; 1 ≤ ρ ≤ 2,

π

2
≤ θ ≤ 2π};
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(d) D = {(x, y) ∈ R
2 ; |y| ≤ 2|x|

(x4 + 1)
};
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Esercizio 4 (a) A = {(x, y, z) ∈ R
3 ; x2 + y2 + z2 ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 1};
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(b) B = {(x, y, z) ∈ R
3 ; x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2 + y};
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(c) C = {(x, y, z) ∈ R
3 ; x + y + z = 1, x > 0, y > 0, z > 0};
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(d) D = {(x, y, z) ∈ R
3 ; x2 + y2 ≤ z2(1 − z)2};
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Esercizio 5 Sia (E, ‖ ‖) uno spazio normato. Per la proprietà triangolare si ha che ∀ x, y ∈ E

‖x‖ = ‖x − y + y‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y‖ =⇒ ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖. Allo stesso
modo ‖y‖ = ‖y − x + x‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖x‖ =⇒ ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − y‖. Dunque
−‖x − y‖ ≤ ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖ ovvero | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x − y‖. Questo ci dice
che la norma è una funzione lipschitziana (e quindi anche continua) su E.

Esercizio 6 (a) ‖x‖1 ≥ 0 e ‖x‖1 = 0 ⇔
∞
∑

n=1

|x(n)| = 0 ⇔ x(n) = 0∀ n ⇔ x = 0;

‖tx‖1 =
∞
∑

n=1

|tx(n)| = |t|
∞
∑

n=1

|x(n)| = |t| ‖x‖1

‖x + y‖1 =

∞
∑

n=1

|x(n) + y(n)| ≤
∞
∑

n=1

|x(n)| +
∞
∑

n=1

|y(n)| = ‖x‖1 + ‖y‖1

quindi ‖ ‖1 è una norma su E.

(b) Sia xn ∈ Ec e tale che xn −→ x; siccome la norma è continua allora
‖xn‖1 −→ ‖x‖1, e dunque dato che ‖xn‖1 ≤ c si ha che ‖x‖1 ≤ c ovvero
x ∈ Ec. Quindi Ec è chiuso. ( Si ricordi che un sottoinsieme C ⊆ E è chiuso
⇐⇒ xn ∈ C e xn −→ x ⇒ x ∈ C ).
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Esercizio 7
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