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Teorema della funzione implicita

1. Sai F : R3 → R definita nel modo seguente:

F (x, y, z) = cos x cos y ez − cos(z2).

(a) Rappresentare come grafico di un’opportuna funzione g linsieme
{F = 0 } localmente in p0 = (0, 0, 0), fornendo un esempio esplic-
ito di intorno di p0 per cui tale rappresentazione valga.

(b) Trovare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine della funzione g
rispetto allorigine.

2. Sia xn ∈ l2, n ≥ 1, definita nel seguente modo:

x(k)n =
1√
k + 1

1

(n+ 1)
k+1
2

.

(a) Calcolare ‖xn‖2l2 .
(b) Discutere la convergenza eventuale in l1 e/o in l2 della successione

xn per n→ +∞.

Soluzioni

1. (a) Sia p = (0, 0, 0). Calcoliamo prima di tutto

∇F (x, y, z) =

(− sin x cos y ez,− cos x sin y ez, cos x cos y ez + 2z cos(z2)).

Allora F (p) = (0, 0) e ∇F (p) = (0, 0, 1). Essendo ∂zF (p) = 1
invertibile con inversa T = 1, possiamo applicare il Teorema
della Funzione Implicita e trovare una mappa g(x, y) : Br(0, 0)→
Bρ(0), per r, ρ > 0 piccoli, che descrive localmente in p linsieme
{F = 0 } come il grafico { (x, y, g(x)) : (x, y) ∈ Br(0, 0) }. Per
trovare esplicitamente r, ρ ∈ (0, 1), osserviamo che:

sup
|(x,y)|<r

|F (x, y, 0)| = sup
|(x,y)|<r

| cos x cos y − 1| ≤

1



sup
|(x,y)|<r

(| cosx|| cos y − 1|+ |cosx− 1|) ≤ 2r ≤ ρ

non appena r ≤ ρ
2
, dove |1−cos s| = | sin ξ||s| ≤ |s| per il Teorema

di Lagrange. Abbaimo inoltre che per ρ ≤ 1
12

:

sup
|(x,y)|<r,|z|<ρ

|1− ∂zF (x, y, z)|

= sup
|(x,y)|<r,|z|<ρ

|1− cos x cos y ez − 2z cos(z2)|

≤ 2ρ+ sup
|(x,y)|<r,|z|<ρ

|1− cos x cos y ez|

≤ 2ρ+ sup
|(x,y)|<r,|z|<ρ

(|1− cos x cos y|+ | cos x cos y (ez − 1)|) ≤ 6ρ ≤ 1

2

in vista delle precedente stima e di |es − 1| = eξ|s| ≤ e|s| ≤ 3|s|
dal Teorema di Lagrange. Basta quindi scegliere ρ = 1

12
e di

conseguenza r = ρ
2

= 1
24

.

(b) Abbiamo g(0, 0) = 0 e g(x, y) soddisfa:

0 = cos x cos y eg(x,y) − cos(g2(x, y)), ∀(x, y) ∈ Br(0, 0).

Derivando in x tale relazione otteniamo:

0 = − sin x cos y eg(x,y) + cos x cos y eg(x,y) ∂xg(x, y)

+2 g(x, y)∂xg(x, y) sin g2(x, y)

∀(x, y) ∈ Br(0, 0). Quindi ∂xg(0, 0) = 0 e, per simmetria di x e y,
∂yg(0, 0) = 0. Derivando ulteriormente in x e y in (0, 0) otteniamo:

0 = − cos x cos y eg(x,y) + cos x cos y eg(x,y)∂xxg(x, y)|x=y=0 = −1

+∂xxg(0, 0)

0 = cos x cos y eg(x,y)∂xyg(x, y)|x=y=0 = ∂xyg(0, 0).

Per simmetria di x e y, abbiamo che ∂xxg(0, 0) = ∂yyg(0, 0) = 1,
∂xyg(0, 0) = 0. Quindi lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di
g(x, y) in (0, 0) viene:

g(x, y) =
x2 + y2

2
+O(|(x, y)|3).
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2. (a) Abbiamo che:

‖xn‖2l2 =
∑
k≥0

1

k + 1

( 1

n+ 1

)k+1

= ln(1 +
1

n
),

dove abbiamo usato lo sviluppo ln 1
1−x =

∑
k≥0

xk+1

k+1
per 0 < x =

1
n+1

< 1.

(b) Dal primo punto ‖xn‖l2 → 0 per n → +∞. Quindi xn → 0 in l2.
Inoltre,

‖xn‖l1 ≤
1√
n+ 1

∑
k≥0

( 1√
(n+ 1)

)k
=

1√
n+ 1

1

1− 1√
n+1

→ 0

per n → +∞. Abbiamo mostrato che xn → 0 se n → +∞ anche
in l1.
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