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Teorema delle contrazioni

1. Dato il funzionale su C([0, 1], R) :

u(x)→ ϕ(u)(x) = 1 +

∫ 1

0

e−x yy u(y)d y

determinare se e quali punti fissi ammette.

2. Sia ϕ il seguente funzionale su C([0, 1], R)

u(x)→ ϕ(u)(x) = 1 +

∫ 1

0

u(t)d t.

Provare che ϕ é una contrazione su C([0, 1], R) e determinare il punto
fisso di ϕ.

3. Sia Ba la palla chiusa di raggio a > 0 in l2:

Ba := {x ∈ l2 : ‖x ‖22 =
∞∑

n=0

x2
n ≤ a2 }.

Dati b, c > 0 e y ∈ Bb, consideriamo il seguente funzionale su Ba:

x = (xn)n∈N ∈ Ba → ϕ(x) = (c
√
|xn yn|)n∈N.

Allora:

• verificare che ϕ é a valori in l2;

• determinare per quali valori di c lo spazio darrivo é Ba;

• determinare quanti e quali punti fissi ammette il funzionale ϕ;

• determinare per quali valori di c il funzionale ϕ é una contrazione.

Soluzioni
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1. Date u, v ∈ C([0, 1], R), si ha che

|ϕ(u)(x)− ϕ(v)(x)| ≤
∫ 1

0

e−x yy|u(y)− v(y)|d y

≤ ‖u− v‖∞
∫ 1

0

yd y =
1

2
‖u− v‖∞.

Quindi ϕ è una mappa da C([0, 1], R) in se che è una contrazione.
Ammette quindi un unico punto fisso.

2. Date u, v ∈ C([0, 1], R), si ha che

|ϕ(u)(x)− ϕ(v)(x)| ≤ 1

2

∫ x

0

|u− v|(t)dt

≤ 1

2
‖u− v|∞.

Quindi è una contrazione su C([0, 1], R). Lunico punto fisso u di ϕ:
ϕ(u) = u, soddisfa

u(x) = 1 +
1

2

∫ x

0

u(t)d t.

Equivalentemente, dal Teorema fondamentale del calcolo u ∈ C1((0, 1), R)
e, per derivazione, vale

u′(x) =
1

2
u(x) in (0, 1), u(0) = 1.

Quindi u(x) = e
x
2 è lunico punto fisso di ϕ.

3. Dato x ∈ Ba, dalla disuguaglianza di Minkowski segue che

‖ϕ(x)‖22 = c2

∞∑
n=0

|xn||yn| ≤ c2‖x‖2‖y‖2 ≤ a b c2,

poiché y ∈ Bb. Quindi ϕ prende valori in l2 e, se c ≤
√

a
b

, prende
valori in Ba. Un punto fisso x ∈ Ba deve soddisfare per ogni n ∈ N
: c
√
|xn yn| = xn. Quindi xn = 0 oppure xn = c2|yn|. Dato J ⊂ N,

l’elemento

x =

{
0 se n ∈ J
c2|yn| se n ∈ N \ J

(1)

è quindi un punto fisso di ϕ. Al variare di J ⊂ N, se y 6= 0, la mappa
ϕ ammette almeno due punti fissi. Quindi, per ogni c <

√
a
b

la mappa
ϕ non puó essere una contrazione da Ba in se.
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