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f(x,y) = 22

Per prima cosa notiamo che f(n,1) = s "5 0 e quindi siccome f & sempre posi-

tiva su A si ha che inf 4 f = 0. Non si tratta di un minimo percheé non ci sono punti di

Ain cui f vale 0. Cerchiamo ora sup f. L’estremo superiore di f su A o & raggiunto
A

A={(x,y) eR* |2y > 1, z > 0};

in un punto di A oppure si ottiene lungo una opportuna successione (z,,y,) € A tale

che ||[(2y, yn)|| — oo.
|| < VaZ+y? 1 I(:9) o0

Py P21y R gy

cessariamente sup f & raggiunto in un punto di A (ed & quindi un massimo). Cerchiamo
A

Notiamo perd che |f(z,y)| = 0 quindi ne-

dunque i punti critici di f in A.
af B y? — x? af B 2zy
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Le due derivate parziali di f non si annullano mai in A quindi non ci sono punti critici
interni ad A.

Cerchiamo i possibili punti di massimo di f sul bordo di A. 0A ={zy =1, z > 0} =
{g = 0} dove g(z,y) = zy — 1. I possibili punti di massimo di f sul bordo di A sono
soluzipni del sistema

y —a?
@y =W
—2zy
@yt — A
rzy =1
Siccome x # 0 allora dalla seconda equazione ricaviamo che A\ = % Sostituendo
2 _ 2 —9y?
nella prima equazione ricaviamo che = — 2% =3y°

(x2 +y2)2 (1’2 +y2)2

— 2 = V3 y. Sostituendo nell'ultima equazione si ottiene che y = ex =3
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L’unica soluzione del sistema ¢ il punto (f/g , %>

1 Vi vt

V3, ) = = uindi sup f = ed & un massimo perche e as-
/ ( K3 Aaive raeni B L p
1

sunto nel punto | V3, )

b ( 73

2 2
f(x7y,z):y—m2+§cos3z B= {(m,y,z) |22 +y? =sin’2, 0< 2 < 37‘(};

Notiamo che f & una funzione continua definita su B e quindi in particolare f ¢ limitata
in B. i%f f e sup f o sono raggiunti in un punto di B oppure si ottengono lungo
B

opportune successioni in B che si avvicinano al ”bordo” di B ( cio¢ alla circonferenza
di raggio ¥3 del piano z = 27 ). Cerchiamo per prima cosa i punti critici di f su B.
2 3

Questi punti sono le soluzioni del sistema



—2z = 2)\x
1=2\y
—2cos? zsinz = —2Asin z cos 2
2?2 +y? =sin’z
-Se sin z = 0 allora z = 0 e quindi dall’ ultima equazione z = y = 0. Tuttavia (0,0, 0)
non é soluzione percheé non soddisfa la seconda equazione.

che soddisfano la condizione 0 < z < %77.

—2r = 2)\x
-Se cos z = 0 allora z = 7 e quindi il sistema diventa ¢ 1= 2\y Se z = 0 allora
4y’ =1
y = +1. Se « # 0 allora A = —1 e quindi dalla seconda equazione ricaviamo che
Y= —% exr = :t@.
—2z = 2)\x
-Se sin z, cos z # 0 allora il sistema diventa L =2y
cosz = A
22+ y? =sin’z
Se # = 0 allora y? = sin? z cioé y = sinz 0 y = —sinz. Se y = sin z allora la seconda
equazione ci dice che 1 = 2coszsinz =sin2z = 2= J ey =sinj = % Se invece
y = —sin z allora si ha che 1 = —sin2z e quindi z = %7‘(‘; questo ultimo caso non ci
interessa perche %w > %w.
Se x # 0 allora si ha che A = —1 = cosz = —1 = 2z = 7 pertanto anche questo

caso non ci interessa.
Le soluzioni del sistema in B sono dunque (0, +1, %), (:I:‘[7 %, %) e (0, %, 7).
Studiamo ora il comportamento della funzione f nei punti della circonferenza di raggio

§ del piano z = %w.
f(@,y,27) = y — 2® — &5 quindi i possibili punti di massimo/minimo di f sulla
circonferenza sono soluzioni del sistema
—2z = 2)\x
1=2\y . Sexz=0alloray = :t?. Se x # 0 alloray = —% e quindi z = :I:%
2,2 _3 2
r° + Yy =z
Quindi dobbiamo considerare anche i punti (0, + \2f7 2r)e (iT’ -1, 2m).

Anche il punto (0,0, 0) va tenuto in considerazione perche & un punto in cui il vincolo
non e regolare.

f(O +1,3) = +1, f(+%2,-3,2) = =5, £(0, 5, 5) = 22, f(0,+5, 2m) = - +
e f(iizvfﬁa g ) = 7%-
5
Quindi 1%f f= —7 e sup f =1 e sono rispettivamente il minimo e il massimo di f in
B

B perche sono assunti in punti di B.

Esercizio 3 .

F(z,y) = (esmy —log(1+4 z) + z+v/1+ y2, 2sinxcos (gy>)

(a) F(0,0) = (1,0).

_ 1 2 siny
Tr(ay) = 1+z + +yc eYcosy + 7%1“]
2 cos x cos (gy) —7rsmxs1n(2y)

Jr(0,0) = < (2) é > Siccome Jp(0,0) € una matrice invertibile allora per il
teorema della funzione inversa F & invertibile in un intorno del punto (0,0)
ciot 3 r,p > 0 e una funzione g : B,(1,0) — B,(0,0) di classe C" tale che

F(g1(u,v),g2(u,v)) = (u,v) ¥ (u,v) € B.(1,0).



1
(b) Sia T = Jr(0,0)"! = ( (; 8 ) Per stimare i raggi r e p dobbiamo imporre
1
che sup |[Id—TJp(z,y)|| < = ———. Per far questo & sufficiente
B,(0,0) 2 ° 2HT||
PP
imporre che sup |Id —TJp(z,y)|,, < echer_ =
B,(0,0) =1 AT 4
1 ++/1+ e Ycosy + —A—
Id—TJF:(10>—<O 2) N v YT
0 1 Lo 2 cos x cos (gy) —msin x sin (gy)
1—cosxcos( ) 5 sinz sin (gy)
1+x 1+9y2 1—e"MYcosy — \/ﬁ?
1
|1 — cosx cos (gy | <|1—cosz|+]|cosz||l —cos( ) | < x +]1 —cos(gy) |
2
P ™oy 5 9D
< — < + 2 < —
*2+8x*27rp 2P =37
‘*blﬂl‘Sln( )’ §|sma:| <2z| <2p

1415

1
T Vit ‘—1‘+‘1—\/1+y‘— ‘1—\/1+y2‘7
t+z ’1+\/1+y2’
20|+ ————= <2+ <2p+p*<2p+p=3p
1+ 1+ 2

1
| < |1 —cosy|+|cosyl||l— Slny|+ﬂ<—yz+

Vi+y? 2

|1 — e Yeosy —

m

1 1 2
F3[siny| + |oy| < 507 3yl + 5 (0 +97) < 430+ 5 =P+ 30 < ap
1 1
Quindi sup |[[Id —TJr(z,y)| < 4p < - se p < —. Possiamo dunque pren-
B, (0,0) 4 16
1 p 1
d = — < - = —
TP 4T

(¢) Per determinare gli sviluppi di Taylor delle componenti di g sfruttiamo il fatto che

F(g(u,v)) = (u,v) cioe (68“‘92 —log(1+g1) +g1v/1 + g3, 2sing; cos (%92)) =
(u,v). Derivando le due componenti in u e v otteniamo che

. 9] 1 0 091 / 9]
eSin g2 COSggﬂ o gl gl 1 +g + gi192 92 .

ou 14+ ¢ 8u V1+ g3 ou

. 9] 1 0 5‘ / 9]
eSin g2 COSggﬂ o gl gl 1 +g + 9192 92 .

ov 14+ ¢ 81} V1+ g3 v

Qo 391 . . 892 .
2 cos g1 cos §g2 —— — msing; sin 592 — =0

ou Ju
2 cos g1 cos (Egg) 99 7 sin gp sin (*gg) 892
2 v 2

Calcolando in (1,0) tenendo conto del fatto che g1(1,0) = g2(1,0) = 0 otteniamo
che 99110y =0, 9911, 0) = L 892(1 0) =1, 292(1,0) = 0. Derivando nuo-
ou v ov

vamente le derivate della seconda componente otteniamo che

2
—2sin gy cos (5g2) (%) — mcos gy sin (5 g2) %% + 2 cos g1 cos (2 g2) 54

2
. dg1 9 o) . : 9
—m cos gy sin (51) %%*7 sin g cos(592) (%) —msing; sin (§g2) 5% =0

_94j jus 091 991 __ in(x 991 992 s 9 gLy
2sin gy cos (5g2) G2 F ”200591 sin (5 92) G 52 4 2cos g1 cos (5 g2) guau
- (7 dg1 Og w2 s T 992 9g ; in (T 9%g
—7 COS g1 SIn (591) 81;1 8uz — g Sihg: COS(§g )8u2 81;2 — TSI gy S (5 ) 8u22 -




2
—2sin gy cos % (ai) — T COS g1 51n(2g2) %—%— + 2 cos g1 cos (%gz) %U921+
o g2

—TCos g 31n(2g1) 8484—% sin g cos(592) (%i —7msin g1 sin (ggg) %1]2 =0
. 0%q1 0%g1 o

d 1,0) = 1,0) = 0 0.

a cul 811/2( ) ) 8’&8 ( ) ) 8'(}2( ) )

Quindi g1 (u,v) = 30+ o0(u® +v%)  ga(u,v) = (u—1) +o(\/2* +y?)

Esercizio 4 Sia F : R* — R? definita da

1 4 1 Y1 : ™
F(xl,x27y1,y2) = g.ﬁl + y1 arctanys — §€ , T1T2 + tany; + y2 sin (556‘1)

(a) F & una funzione di classe C! intorno al punto (1,0,0,0) tale che F(1,0,0,0) =

(0,0).
OF arctan ys — ~e¥! Y1 1
o - (" ) (1)
Y cos? y1 27/ (1,0,0,0)
¢ una matrice invertibile (e T = %—5 - ;3 (1) ) ) quindi per il teorema

della funzione implicita in un intorno del punto (1,0,0,0) l'insieme {F = 0} ¢ il
grafico di una funzione g : B,(1,0) — B,(0,0) di classe C'.

(b) Per stimare r e p dobbiamo imporre che sup |F(z1,21,0,0)| < P ¢ che
B.(1,0) 2|77
oF 1 N . .
sup |[Id —T—(z,y)| < =. Per far questo ¢ sufficiente prendere r e p in modo
B,(0,0) Jy 2
p p oF 1
tale che sup |F(z1,1,0,0)] < —e sup ’Id—T(ac,y)H < -.
B,.(1,0) 4HT||oo 12 B,(0,0) oy w 4
F(z1,2,0, O) (;)x‘ll 3,x1,x2). Supponendo che r < 1 abbiamo che
1 1 1
Sat 2l = b~ 1] = 2fef —1llad 410 < gl — U+ 1l +1] <

15
< §|x1 -1 <5r
|l‘1l‘2| S 2|$2‘ S 2r
Quindi sup |F(z1,21,0,0)] < v/25r2 + 472 <6r < % se prendiamo r < %

B,(1,0)
_ Loy Y1

a7 _ ((1) ?> (-33 (;) arctanylz Lev T3 _

Oy Ty sin (1)
_ 1+ 3arctany, — e¥! , 13325

—3arctanyo + e¥t — COS£ m 1-— 143;3 —sin (gxl)
1+ 3arctanys — e¥'| < |3arctanys| + |1 — e¥*| < 3lya| + 3|y1| < 6p
3y1
<3 <3

1+y§’ <3yl <3p

<

< |3arctanys| + |e¥t — 1] + ’1 -

—3arctan yo + €Y' —

cos? y; cos? y;

2

Sin
< 3Blya| +3ly1| + gt < 3p+3p + 2sin’yy < 6p+20° < 8p
cos? yy

3y1 . (T 3y1
— 5 —sin|-x1 )| < 5
1 + y2 2 1 + y2

2
=3p+‘1—cos<g(as1—1)>‘ §3p+%|x1—1\ <3p+2r<3p+%

. ™ . ™ ™
+‘1fsm <5z1)’ <3p+ llfsm <§(xlfl)+§)’



1 1
Id—T(ZF(x,y)H <8< -sep< —
Y oo

Pertanto sup 1 3

B,(0,0)

1 p
P di d = — < =
ossiamo quindi prendere p = 3 er < -
(¢) Per determinare lo sviluppo di Taylor della funzione g sfruttiamo il fatto che
F(z1, 22, 91(21,22), g2(21,22)) = 0 cioe
gx‘f + g1 arctan go — gegl =0 r1x2 + tan g1 + g2 sin (gzl) =0.

Derivando le due relazioni in z1 e x4 ottemamo che

4 5, g 1 Ogo O
t _—= _
3 1+8 1arcan92+gll+g§8x1 36 O,
91 etangy 4 01— 092 1 4,091 _
8%2 92 N1y g2 1+ g% 8.’£2 3 8.’E2
x2+(1+tan )%+g—is'n<2 )Jrgggcos(g:cl):o
dg1 | 092 m

1+t S 4 B in (Za1) =0
z1 + (1 + tan® 91)82+8m1 sin 2;1 ; ;
Calcolando in (1, 0) otteniamo che ﬂ( 1,0) =4, I1 ——(1,0) =0, ﬁ(l 0) = —4,
5 31'1 a Ox X1

992

1,0
0xo 9z, 00 =
Der1v1amo di nuovo le derivate della prima Componente'

2, 0% dg1 0g2 991 1 _9go 1 992 g 0° g2
4$1+ 3 arctan gs + Ox1 011 1+g2 dxy 1+g3 O +a1 dxl 1493 ) Oz1 + 1+92 922 +

2
_log (991)" _1,019%q1 _
3¢ (Bxl 3¢ ez =0

d%g 991 Og2 991 1 _Ogs _1 ) 9g2 g _9%gs
61189:2 arctangg + Ox1 Oxo 1+g2 Oz 1+g3 Oz +t9 dzg 1+g2 oz + 1492 Ox10x2 +
1,01 991 891 1,91 _0%q1 =0
3 Ox1 Oxo 3 Ox10x2
%y 991 0g2 991 _ 1 _0g2 1 dg2 | g1 9° 92
Bzg 2 Oz 1+g2 Oz +g1 da:z 1+g Oz + 1+92 81 +
1 dg 2 1 8%g
1,91 | Y91 _ 1,019 91
3¢ (31:2) 5% Zag =0
. 0%g1 g1 >*n
Da cui —(1,0) = —100, (1,0) = —12, =% 1 (1,0) = 0.
Ox? 0x10x2 Oxs

Quindi g1 (1, 22) = 4(z1 — 1) — 50(z1 — 1)% — 12(331 —1)xs + o (27 +23)

g(x1,29) = —4(x1 — 1) — 2940 (\/LE% —|—:£%)

- : 1 1\"
Esercizio 5 Sia xp(k) = —F (1 ——
n4 n
) k 0 k
1 1 1 1 1 1 1 1
a Tn :E —_ 1—— :72 1—— = — = —n =n1
@) flzal P ni ( n) ni k:O( n) nil—(1-1) ni
oo 2k oo 2%k
1 1 1 1 1 1 1 1
Iallz 3 ( n) n? k_0< n) n: - (1- %)2 ni 2 — iy

_ 1 n? Vn
Taii—1 21

(b) Per il punto (a) abbiamo che ||z,|; = ni "% 0o quindi 2, non converge il I
perche non ¢ limitata in [;.

\/ﬁ rL—>oo
2n —1

0 e quindi x,, — 0 in [5.

Invece ||z,||2 =



1
Esercizio 6 Sia x, (k) = { A

(a) Per prima cosa osserviamo che ¥n si ha che z,(k) ¢ definitivamente uguale ad
una successione /] e quindi Tn €1 Vp > 1

Notiamo che ||z,|1 = Z |z, (k)| = Z Z Ic2 [ty i% = 400 quindi

k=1 k=n-+1
T, non converge in [y perche non € una successione hmltata

1
Invece se p > 1 allora z, — z in [, dove z(k) = T Infatti

b e N S N L I L = N ) En S
lon—alp =3 b0 =2 |55 + 2 [m =5 = 2 [T | T
k=1 k=1 k=n-+1 k=n-+1

perche ¢ la coda di una serie convergente.

(b) z, — x anche in lo perche ||z, — Z||co < ||zn —z|2 — 0

definita da W(z)(k) = ——ax(k)%;

lo

f—(f)

(a) Cerchiamo i punti fissi di ¥.

U(r) =2 <= k—ﬂx(k)2 = z(k) Vk > 1. Sicuramete x(k) = 0 € un punto fisso di
¥. D’altra parte supponendo che z(k) # 0 abbiamo che kiﬂx(k) =1=z(k) =

%. Quindi z(k) = k—}gl ¢ un secondo punto fisso di ¥. ¥ non puo essere una
contrazione in [, perche ha piu di un punto fisso.

(b) Sia C = {z € I | |(k)| < §Vk}.
C & un sottoinsieme chiuso di lo, infatti C' = {z € I | |z[|c < % } & un sotto-
livello della funzione continua & — ||| o

Inolre se x € C allora |U(z)(k)| = ‘k—i— 11:(/4:)2‘ < |z(k)?| < |z(k)| < é Y k per-
tanto ¥U(C) C C.

Iufine [¥(2)(k) — ¥(y) (k)| = -
= |z(k) —y(B)llx(k) + y (k)| < [x(k) —y(B)[(lz(F)] + [y(k)]) < %\Ji(/f) —y(k)| <

2 2
< §||x—y||oo Vi = [|[¥(z) = ¥(y)|leo < ||z — yl|loo- Quindi ¥ & una con-

Esercizio 7 Sia ¥ :

Tlr(k)* = y(k)?| < |2 (k)* — y(k)?| =

trazione in C.

s 0. C0.1) —C(0.1) L[ gty ot
Esercizio 8 @ : P () D(f)(x) = 5 —&—/f(z)t f( ) dt

C={fec(0,1])]0< f(z) <1Vzel0,1]}.

(a) Sappiamo che C' & un sottoinsieme chiuso di (C([0,1]), || ||eo) ( vedi tutorato 2 );
inoltre se f € C' allora

B 2 dz0esN) =5+ [ efe) e tas g [T et

1 1 [ 11
- = 7/ t e Cdt = = + = (fte’tz
9 ) 273

[\

1 o 1 1
I e g T .
2+ 1 ,24—2 1. Quindi ®(C) C C
Inoltre Va € [0,1] si ha che
@) - o)@) = | [ 2re e - [ gy e | =
f(=@) 9(@)




/ tzf(eftz) et — / tzg(efﬁ) e dt —|—/ tzg(eftz) e dt +
f(=) f f

- / th(e_tQ) et dt
g(x)

/ tzg(e_tz) e dt — / tzg(e_tz) et at
f(z)

+

/ T (et - gle ) et
f(z)

< / 2lfe ) — gle ) et + <
f

(=)
f(x) q oo 5
/ L SHf—glloo/ 2 et
g 0

(x) €
1 =gl 4 207 = gl = (542 ) 1F = gl

e 2
< ||f—g||oo/f 2 et +

(z)
L 5(@) - gl < YT

@
4

4

1 1
con + - <1 ( abbiamo usato il fatto che e <-VteR )
e e

Sia u il punto fisso di ® in C. Sia uo(z) = 0 Yoz € C. Per la dimostrazione del
teorema delle contrazioni si ha che la successione di funzioni ®"(ug) converge

in C([0,1]) al punto fisso u. Ma ui(z) = ®(ug)(z) = 3 =1 V z € [0,1],

1
us(z) = ®(ug)(z) = 5/1 2e7dt = ¢, e allo stesso modo per ricorsione si ha

2
che uy, (z) = ®"(up)(z) & una funzione costante ¥ n. Ma allora v ¢ limite di una

successione di funzioni costanti e quindi e costante.



