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1. (a) f(z,y) =2° +y° — x°y": le derivate parziali sono = 2r — 2xy
x
0
e a—f = 2y — 22%y, dunque i punti in cui Vf(z,y) = (0,0) sono dati
z
2z (1 —y?
2y (1 — z2
si deduce che x =0V y=+1: se x =0, dalla seconda ricaviamo
y = 0, mentre se y = £1 si ricava x = 1, quindi i punti critici di
f sono i seguenti: (0,0), (1,1), (1,—1), (—=1,1), (—1,—1); per deter-
3

dalle soluzioni del sistema { ; i 8 : dalla prima equazione

minare la loro natura, studiamo la matrice Hessiana: 922 (z,y) =
x
9? 92
:2(1_ 2) Bxéf (z,y) = —4ay, Tyﬁl(l',y)ZQ(l—xZ)’dunque

H(0,0) = ( (2) (2) ), che ¢ chiaramente definita positiva e dunque

il punto (0,0) & un minimo locale, mentre Hy(1,1) = Hf(—1,—-1) =

( _04 —04 ) ha determinante negativo e dunque i punti (1,1) e

4 0
ha anch’essa determinante negativo e quindi anche questi due sono
punti di sella.
(b) f(z,y) = 2%y +ay® — 2y — 2%y*: Vf(z,y) = 20y +y* —y — 2297,
2?4+ 22y — . — 22%y) = (y(y — 1)(1 — 2z), z(z — 1)(1 — 2y)) e dunque

(—1,—1) sono due selle; infine Hy(—1,1) = Hy(1,-1) = < 0 4 )

11
i punti critici sono (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) e <2 > La matrice
o —2y(y —1) (1-22)2y —1) -
Hessiana e ( (1—22)(2y — 1) oz — 1) , quindi H¢(0,0) =

= H;(1,1) = ( _01 _01 ) Hy(0,1) = Hy(1,0) = ( 10 )

11 1 11
Hy (27 2) = ( (2) g ); dunque, il punto (2, 2) ¢ di minimo lo-

cale, mentre gli altri non sono né massimi né minimi.
3
T 29
() flz,y) = 5 — == —4a” —y* + 20y° + 2ay — 2y, Vf(,y) =
= (w2 — 8z 4 2y 4 2y — 2xy, —2y* — 2y + 4y + 20 — x2)7 quindi i punti
stazionari di f sono le soluzioni del sistema
{ 22 — 8w +2y? + 2y — 22y =0

R 2yt Ay + 2 — a2 =0 Sommando le due equazioni si



ottiene che 2zy — 62 =0 = 2 =0V y = 3; se x = 0 sostituendo nella
prima equazione si ottiene 2y? + 2y =0=y=0Vy=—1;se y =3
si ottiene invece che z? — 14z +24=0= =12V 2z =2; i punti
stazionari di f sono dunque (0,0), (0,—1), (12,3) e (2, 3); Studiamo

20 —8 -2y 4dy+2-2
dy+2—2x —4dy—2+4x >’

-8 2
> >,Hf(0,—1):

6 -2 10 -10 ~10 10
_(2 2)’Hf(12’3>_(10 34 )er(2’3)_( 10 6)’

quindi (0,0) & un punto di massimo, (12,3) ¢ un punto di minimo e
(0,1) e (2,3) sono punti di sella.

2 2
Foy) = @+ ) 5+ 1% V@) = (@ +1)7 [+ 1)+ 3y+
0 2(y+1)

1)=(0,0)=y=-1;H =
1)) =(0,0) <y P Hy(w,y) (2(y+1) 22 +3y+1+3(y+1)
0 0
0 2x—2
sappiamo ancora di che tipo sono questi punti critici; per saperlo, stu-
diamo il segno della funzione: f(x,y) > 0< 2 > —y, quindi i punti
(z,—1) con x > 1 si trovano all'interno della regione in cui f & posi-
tiva ma f(x, —1) = 0 quindi sono dei minimi locali; analogamente, se
x < 1, per ognuno di questi punti ¢’¢ un intorno in cui la funzione &
negativa e quindi sono dei minimi; infine, (1, —1) & una sella perché
intorno ad esso ci sono sia punti in cui f & negativa sia punti in cui
& positiva.
Fla,y) =o' + 22" Vf(a,y) = (4x3 + dayPer 2 y(2 4+ y)ey”gﬂz),
quindi i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema

423 + dayev 2 =

y(2+ 3/)63”2”2 =0

ora la matrice hessiana di f: Hy(x,y) =

dunque nei punti critici otteniamo H¢(0,0) =

e dunque Hy(z,—1) = < ) ¢ semidefinita e quindi non

; dalla prima equazione si ricava che x = 0

e dalla seconda che y =0V y = —2. Studiamo ora la matrice hes-

siana di f: Hy(z,y) =

(1222 + 42 (1 + 422)ev 22 Az(2y + y2)evt2e”

B Aa(2y + y?)er 2 (24 2y)ev ™2 + (2y +y2)ert2” 7
- 0 0 16e~2 0 -

quindi H;(0,0) = < 0 2 > e Hp(0,—-2) = < 0 _9e-2 ),qulndl

(0,—2) ¢ un punto di sella ma non abbiamo sul punto (0,0); noti-
amo per che si ha f(z,y) = z* + y26y+2m2 > 0= f(0,0) ¥(x,y) € R?
e quindi (0,0) & un punto di minimo.

f(z,y) = 2> —2%cosy: Vf(x,y) = (3902 — 2z cosy, 2 sin y)7 che si
2 2
annulla nei punti del tipo (0, y), (3, 2l<:7r) e (—3, (2k + 1)71'); Hy(z,y) =

6 —2cosy 2xsiny 2 (20 N
( 22 siny x2cosy)’dunquer (3,2k7r =1 0 % e percio

2
i punti del tipo 3 2km ) sono dei minimi, mentre



2.

(a)

2 -2 0

sono dei massimi locali. Tuttavia, sui punti dell’asse y la matrice

. —2cos
Hessiana H¢(0,y) = ( BOby 8
da informazioni; cerchiamo di capire la natura di questi punti crit-

ici studiando il segno della nostra funzione: f(z,y) >0 < x > cosy;

e quindi i punti di questo tipo

¢ semidefinita e quindi non ci

2

sono dei massimi locali, perché f(0,y) =0 ma in ognuno di questi
punti ¢’ un intorno in cui la funzione assume valori negativi; analoga-

1 1
dunque, i punti del tipo (0,y) con (Zk )7 <y< (ka + ) T

. . 1 3 C .
mente, i punti con | 2k + 3 T<y<|2k+ 2 7 sono minimi locali
perché intorno ad ognuno di questi punti la funzione ha valori pos-

1
itivi, ed infine i punti del tipo (O, (k + 2) 7r> sono punti di sella

perché intorno a ciascuno di questi punti la funzione assume sia val-

ori positivi che negativi.

flz,y,2) = 22 +y? 4 2% — 2%y? + o Vi(z,y,z) = (2x — 2zy? + 423,

2y — 222y, 22), pertanto i punti stazionari di f sono le soluzioni del
20 — 2y 4+ 423 =0

sistema, 2y — 222y =0 : dalla terza equazione ricaviamo
22=0

che z = 0; dalla seconda otteniamo y =0V x = +1; se y = 0 dalla

prima equazione si ricava 2z +42° =0= 2 =0; se x = +1 abbi-

amo 6 — 2% = 0 = y = £V/3, dunque i punti stazionari sono (0, 0, 0),

(il, V3, 0), (il, —V/3, 0). Studiamo ora la matrice hessiana di f:

2-2y2+ 12 —4xy O
Hy(z,y,2) = —4xy 2—22% 0 |, quindi H¢(0,0,0) =
0 0 2
2 0 0
=11 0 2 0 | ¢ una matrice definita positiva e dunque (0,0,0) &
0 0 2
un punto di minimo locale per f; Hy (1, +v/3, O) =
8  F4V3 0 -16  +4v3 0
| F4v3 0 0 |eHf(-1,+V3,00=| £4y/3 2 0
0 0 2 0 0 2

hanno autovalori 2, 12 e —4 e quindi (il, +4/3, O) sono punti di sella.

flz,y,z) = cos(zyz): Vf(z,y,2) = (—yzsin(xyz), —zzsin(zyz),
zzsin(xyz)) = (0,0,0) < zyz = km; per classificare questi punti stazionari
non sono necessari ulteriori calcoli: e sufficiente notare che la funzione
assume valori tra —1 e 1 e dunque i punti critici appartenenti alla
regione {(z,y,2) € R® ayz = 2kn}, essendo tali che f(z,y,2) =1,
saranno necessariamente dei punti di massimo, mentre i punti tali

che zyz = (2k + 1)7 sono dei minimi, perché la funzione in quei punti

vale —1.

f(z,y) = 2* — 2% + y? & definita su tutto R?: notiamo che f(0,y) = +oo



e quindi sup f(z,y) = +oo; inoltre, f & inferiormente limitata
(z,y)ER?
1

2
1 1
perché z* — 22 + % = <x2 — 2) +y? - 1 > i cerchiamo gli even-

tuali punti di minimo tra i punti stazionari della nostra funzione:

2
Vf(z,y) = (4933 — 2z, 2y), quindi i tre punti critici sono (0, 0), (f, O)

2

2 2 1

e (—{,0): essendo f(0,0)=0 e f (i\ga()) =71 possiamo
lud h inf ,Y) = i Y) =

concludere che (Ié/r)lE]RQ flz,y) (w)fzr/l)lélRQ f(z,y)

V2 1
= :l:i = —.

(29
1

b T,Y) = ¢ una funzione strettamente positiva, perché
(b) f(z,y) P P p D

1
non si annulla in alcun punto e f(0,0) = = > 0; inoltre

lim  f(z,y) =0,quindi inf f(z,y) = 0edunque (per quanto
Il (z,y) | =00 (z,y)ER?
dimostrato nell’ultimo esercizio del settimo tutorato) la funzione am-

mettera sicuramente almeno un punto di massimo, che sara tra i suoi
2z 42

punti critici, ma essendo V f(z,y) = ,
(.9) (22 4 2z + y* + 3)°

493
(x2+2x+y*+3

proprio 'unico punto di massimo assoluto di f, quindi sup f(z,y) =
(z,y)ER?

)2> nullo solamente nel punto (—1,0), questo sara

1
= y = —170 = —=.
(irél)agwf(fv y)=f(=10)=5

(a) f(x,y) = coszsiny: Ricordiamo la formula dello sviluppo di Taylor
al secondo ordine nel punto (0,0): f(x,y) = f(0,0) + (Vf(0,0), (z,y))+

1
2

0
prime e seconde della nostra funzione: a—f (z,y) = —sinzsiny, 0 (z,y) =
€ Y

(H{(0,0)(z,y), (z,y)) + o (2> + y*); calcoliamo dunque le derivate
0? o?

= COS x COS Y, w(% y) = —coszsiny, 920y

0% f . . TR

(z,y) = —coszsiny: calcolando queste derivate nell’origine, si

ay?
ha Vf(0,0) = (0,1) e H;(0,0) = ( 8 8 >, quindi cos(z) sin(y) = 0+

O @+ 50 o o )@ (5 ) ol i) =y
+0(x2+y2).

1 2
(b) f(z,y) =log (1+z+y?): Vf(z,y) = (1+x+y2’1+xy+y2>’

(z,y) = —sinz cosy,




1 2y

T (He+y?)? (taty?)? o
Hy(z,y) = ny 2(1+x+y2)y—4y2 , quindilog (1 +z + ¢*) =
- (aety?)? (+aty?)’

— T $2
= (o + 5 (5 ) (5 Dol a) —am T
+y* + 0 (2° +y°).

: essendo la funzione nulla lungo gli

0 0
assi cartesiani, si avra a—f(0,0) =0= 8f (0,0), mentre nei punti diversi
T Y
0 y? (2t 4+ y?) —daty® 9
dall’origine si ha —f(x, y) = (z! +47) e or
oz (zt+y ) dy
B 3xy? (334 + y2) — 23:3/4
N (a4 +y2)°
v et +y?) —daty?| P (et 4y?) ety
(@t +y?)? (@ 492" (et +y?)?
et y?) (ot +y?) 4Gt y?) ] (o + )
(@t +y?)* (a4 +y?)?
3wy? (2t + y?) — 2zy? 3|$|y (z* + y2) 2|x|y?
(@t +y?)? (:c4 +12)” (¢t +y?)?
_ 3l (@ +y?) (e 4+ y?) | 2] (o +y?)° _ 5[z @H5O0)
(at +y?)” (a* +y?)?
f € CY(R%,R).
Facciamo vedere ora che f non ¢ di classe C? su tutto R?: se per assurdo lo

6f _ o of
9z Ay == (=, Z/)—afy%(xay)
of

] se (a,y)
4' f(xvy) - { O +y se (m,y)

('T7y) =

, che sono entrambe continue nell’origine, perché

0
ngy>=

(T/’y):}(oﬁo) 0 e

= 5[y|

)| -

0; dunque,

fosse, per il lemma di Schwartz dovrebbe essere —

Y(z,y) € R?, e quindi in particolare anche nell’origine; invece, 88 Dy —(0,0) =
Qi x,o - 5a.° 0,0 O O 0
g @O HOO 00, HEOD - H00)
z—0 x 8 ox y—0 Y
Y5
im —— = 1.
v=0 yly

12y3
5. f(z,y) =4 2'+v* se (z,y) # (0,0) ¢ chiaramente differenziabile al di
0 se (z,y) = (0,0)

fuori dell’origine, quindi ci limiteremo a studiarne il comportamento nell’origine:

2.3 [ /
la funzione & continua perché f y |y| 7 <
+ y? x4+ gyt
1 1 /4 1 .
< lylv/at + ytVat +y = |y| @¥)70.0 0; inoltre, ammette derivate parziali

- 1‘4 + y4
entrambe nulle perché lungo gli assi ¢ identicamente nulla, e ammette an-
f(th,tk) — f(0,0)

- =

che derivate direzionali perché lim
t—0t

t°h2k3 h2E3
= lim = ; tuttavia, la funzione non e differenziabile
t—0t t5 (x4 +yt) At + k4




(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2
h2k3
= lim
(h.k)—(0,0) (h* + k%) Vh2Z + k2
quantita vale 0, ma se h = k vale ——.

2V2

perché

non esiste, in quanto lungo gli assi tale



