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1. (a) lim
(x,y)→(0,0)

x4

x2 + y2
= 0; infatti,

∣∣∣∣ x4

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣x2

(
x2 + y2

)
x2 + y2

∣∣∣∣∣ =

= x2 (x,y)→(0,0)→ 0.

(b) lim
(x,y)→(0,0)

sin
(
x2 + y2

)
x2 + y2

= 1, perché, ponendo ρ =
√
x2 + y2, si ha

lim
ρ→(0,0)

sin
(
ρ2
)

ρ2
= 1.

(c) lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy)√
x2 + y2

= 0, perché

∣∣∣∣∣ sin(xy)√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |xy|√
x2 + y2

=

=

(
x2
) 1

2
(
y2
) 1

2√
x2 + y2

≤
√
x2 + y2

√
x2 + y2√

x2 + y2
=
√
x2 + y2

(x,y)→(0,0)→ 0.

(d) lim
|(x,y)|→+∞

sin
(
x3
)

x2 + y4
= 0:

∣∣∣∣∣ sin
(
x3
)

x2 + y4

∣∣∣∣∣ ≤ 1
x2 + y4

≤ 1
x2 + y2 − 1

4

, perché

y4 − y2 +
1
4

=
(
y2 − 1

2

)2

≥ 0, e infine lim
|(x,y)|→+∞

1
x2 + y2 − 1

4

=

= lim
ρ→∞

1
ρ2 − 1

4

= 0.

(e) lim
(x,y)→(0,0)

x2y +
(
x2 + y2

)
cos
(
x4 + y7

)
x2 + y2

= 1:∣∣∣∣∣x2y +
(
x2 + y2

)
cos
(
x4 + y7

)
x2 + y2

− 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ x2y

x2 + y2
+ cos

(
x4 + y7

)
− 1
∣∣∣∣ ≤

≤ x2|y|
x2 + y2

+ | cos
(
x4 + y7

)
− 1| ≤

(
x2 + y2

)
|y|

x2 + y2
+
∣∣cos

(
x4 + y7

)
− 1
∣∣ =

= |y|+
∣∣cos

(
x4 + y7

)
− 1
∣∣ (x,y)→(0,0)→ 0.

(f) lim
(x,y)→(0,0)

x2y3

x6 + y2
= 0;

∣∣∣∣ x2y3

x6 + y2

∣∣∣∣ =

(
x6
) 1

3
(
y4
) 3

4

x6 + y4
≤

≤
(
x6 + y4

) 1
3
(
x6 + y4

) 3
4

x6 + y4
=
(
x6 + y4

) 1
3+ 3

4−1
=
(
x6 + y4

) 1
12 (x,y)→(0,0)→ 0

2. (a) f(x, y) =

{
x2y2

x4+y2 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è ovviamente continua in tutti

i punti diversi da (0, 0), quindi ci limiteremo a studiare la continuità



di f nell’origine: la funzione è continua anche in questo punto, perché

lim
(x,y)→(0,0)

|f(x, y)− f(0, 0)| = x2y2

x4 + y2
≤
x2
(
x4 + y2

)
(x4 + y2)

=

= x2 (x,y)→(0,0)→ 0.

(b) f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è ovviamente continua in tutti

i punti diversi da (0, 0), ma non lo è nell’origine perché, muovendosi

lungo la parabola x = y2 la funzione vale f
(
y2, y

)
=

y4

2y4
=

1
2
y→09 0.

(c) f(x, y) =
{

exy−1
x2+y2 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

non è continua nell’origine perché

lungo la retta y = x la funzione vale f(x, x) =
ex

2 − 1
2x2

x→0→ 1
2

.

(d) f(x, y, z) =
{ xyz

x2+y2+z2 se (x, y, z) 6= (0, 0, 0)
0 se (x, y, z) = (0, 0, 0)

è ovviamente con-

tinua in tutti i punti diversi da (0, 0, 0), e lo è anche nell’origine

perché
∣∣∣∣ xyz

x2 + y2 + z2

∣∣∣∣ =

(
x2
) 1

2
(
y2
) 1

2
(
z2
) 1

2

x2 + y2 + z2
≤

≤
(
x2 + y2 + z2

) 1
2
(
x2 + y2 + z2

) 1
2
(
x2 + y2 + z2

) 1
2

x2 + y2 + z2
=

=
(
x2 + y2 + z2

) 1
2 (x,y,z)→(0,0,0)→ 0.

3. f(x, y) =

{
|xy|α
x2+y6 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è continua ⇔ α >
3
2

: se α ≤ 3
2

,

lungo la curva x = y3 la funzione vale f(y3, y) =
|y|4α

2y6
=
|y|4α−6

2
y→09 0;

se invece α >
3
2

, |f(x, y)− f(0, 0)| = |xy|α

x2 + y6
=

(
x2
)α

2
(
y6
)α

6

x2 + y6
≤

≤
(
x2 + y6

)α
2
(
x2 + y6

)α
6

x2 + y6
=
(
x2 + y6

) 2
3α−1 (x,y)→(0,0)→ 0.

4. Innanzi tutto, fn(x) =
∫ +∞

0

cos(nt)√
t+ x

dt è definita solo per x ≥ 0 perché

altrimenti l’integranda conterrebbe la radice di una quantità negativa.
Effettuando, come suggerito dal testo, un cambio di variabile all’interno

dell’integrale, abbiamo
∫ +∞

0

cos(nt)√
t+ x

dt
(y=nt)

=
∫ +∞

0

cos y√
y
n + x

dy

n
=

=
1√
n

∫ +∞

0

cos y√
y + nx

dy; a questo punto, integriamo per parti e troviamo

fn(x) =
1√
n

∫ +∞

0

cos y√
y + nx

dy =
1√
n

([
sin y√
y + nx

]+∞
0

+

1
2

∫ +∞

0

sin y

(y + nx)
3
2
dy

)
=

1
2
√
n

∫ +∞

0

sin y

(y + nx)
3
2
dy. Se x 6= 0 la funzione



integranda converge uniformemente perché sup
y∈(0,+∞)

∣∣∣∣∣ sin y

(y + nx)
3
2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup
y∈(0,+∞)

1

(nx)
3
2

n→∞→ 0 ed è anche equidominata perché

∣∣∣∣∣ sin y

(y + nx)
3
2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ y

y
3
2

=
1
√
y

sull’intervallo (0, 1) e

∣∣∣∣∣ sin y

(y + nx)
3
2

∣∣∣∣∣ ≤ 1
y

3
2

in [1,+∞), e en-

trambe queste funzioni sono integrabili in senso improprio nei rispettivi
intervalli; dunque si può passare al limite sotto integrale e lim

n→∞
fn(x) =

=
1
2

∫ +∞

0

lim
n→∞

1√
n

sin y

(y + nx)
3
2
dy =

∫ +∞

0

0dy = 0; per x = 0 invece si ha

lim
n→∞

|fn(0)| = lim
n→∞

1√
n

∣∣∣∣∣
[

sin y
√
y

]+∞
0

+
1
2

∫ +∞

0

sin y
y

3
2
dy

∣∣∣∣∣ ≤
lim
n→∞

≤ 1
2
√
n

(∫ 1

0

| sin y|
y

3
2

dy +
∫ +∞

1

| sin y|
y

3
2

dy

)
≤ lim
n→∞

1
2
√
n

(∫ 1

0

dy
√
y

+

+
∫ +∞

1

dy

y
3
2

)
= lim
n→∞

1
2
√
n

[2
√
y]10 +

[
− 2
√
y

]+∞
1

= lim
n→∞

2√
n

= 0, e dunque

anche fn(0) n→∞→ 0. La convergenza è uniforme perché, per quanto è stato

visto in precedenza, sup
x∈[0,+∞)

|fn(x)| = sup
x∈[0,+∞)

∣∣∣∣∣ 1
2
√
n

∫ +∞

0

sin y

(y + nx)
3
2
dy

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2
√
n

sup
x∈[0,+∞)

∫ +∞

0

∣∣∣∣∣ sin y

(y + nx)
3
2

∣∣∣∣∣ dy ≤ 1
2
√
n

(∫ 1

0

dy
√
y

+
∫ +∞

1

dy

y
3
2

)
=

=
2√
n

n→∞→ 0.

5. (a)
∞∑
n=0

xn

n (2n + 3n)
: r =

1

lim supn→∞
n

√∣∣∣ 1
n(2n+3n)

∣∣∣ =

=
1

lim supn→∞ n

√
1

3n( 2
3
n+1)n

= 3
1

lim supn→∞ n

√
1

( 2
3
n+1)n

= 3; per x = 3

la serie
∞∑
n=1

3n

n (2n + 3n)
diverge per il confronto con la serie armonica

∞∑
n=1

1
n

ma in x = −3 la serie
∞∑
n=0

(−1)n
3n√

n (2n + 3n)
converge per il

criterio di Leibniz.

(b)
∞∑
n=0

(2n)!
(n!)2

xn: applichiamo il criterio del rapporto: r =

= lim
n→∞

(2n)!
(n!)2

((n+ 1)!)2

(2n+ 2)!
= lim
n→∞

(2n)!
(2n+ 2)!

(
(n+ 1)!
n!

)2

=

= lim
n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

1
4

; per determinare il comportamento al

bordo, ricordiamo la formula di Stirling n! ≈
√

2πn
nn

en
: dunque si



avrà che
(2n)!

(n!)2 4n
≈
√

4πn (2n)2n

e2n

2πnn2n

e2n 4n
=

22nn2n

√
πnn2n4n

=
1√
πn

; dunque, per

x =
1
4

la serie
∞∑
n=0

(2n)!
(n!)2 4n

diverge per il criterio del confronto con

∞∑
n=1

1√
n

mentre in x = −1
4

la serie
∞∑
n=0

(−1)n
(2n)!

(n!)2 4n
converge per

Leibniz.

(c)
∞∑
n=0

(1− in)n zn: r =
1

lim supn→∞
n
√
|1− in|n

=
1

lim supn→∞ |1− in|
=

=
1
2

; ai bordi dell’intervallo non c’è convergenza perché il termine n-

esimo non tende a 0: infatti, se |z| = 1
2

, |(1− in)n zn| = 1 se n ≡
≡ 2 mod 4.


