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1. (a)
∞∑
n=0

e−nx è una serie geometrica di ragione e−x e dunque converge

⇔ |e−x| < 1⇔ x > 0; la convergenza non è uniforme (e quindi neanche
totale) in (0,+∞) perché la serie non converge ai bordi di questo in-

tervallo in quanto per x = 0 si ha
∞∑
n=0

1 = +∞; c’è però convergenza

totale (e quindi anche uniforme) negli intervalli del tipo [δ,+∞) ∀δ > 0

perché
∞∑
n=0

sup
x∈[δ,+∞)

|e−nx| =
∞∑
n=0

e−nδ < +∞.

(b)
∞∑
n=1

nx è la serie armonica generalizzata e quindi converge in (−∞,−1);

la convergenza non è uniforme (e dunque neanche totale) perché in
x = 1 la serie diverge, ma è totale (e quindi anche uniforme) sugli

intervalli (−∞,−1− δ] in quanto
∞∑
n=1

sup
x∈(−∞,−1−δ]

|nx| =

=
∞∑
n=1

n−1−δ < +∞.

(c)
∞∑
n=1

x sin(nx)
n2

converge su tutto R perché
∞∑
n=1

∣∣∣∣x sin(nx)
n2

∣∣∣∣ ≤
≤ |x|

∞∑
n=1

1
n2

< +∞; la convergenza non è uniforme (e neanche to-

tale) su tutto R perché il termine n-esimo non tende uniformemente

a 0: infatti sup
x∈R

∣∣∣∣x sin(nx)
n2

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣n2 sin

(
n3
)

n2

∣∣∣∣∣ =
∣∣sin (n3

)∣∣ n→∞9 0, ma è

totale (e uniforme) negli intervalli limitati perché
∞∑
n=1

sup
x∈[−M,M ]

∣∣∣∣x sin(nx)
n2

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

sup
x∈[−M,M ]

∣∣∣ x
n2

∣∣∣ = M

∞∑
n=1

1
n2

< +∞.

(d)
∞∑
n=0

cos
(
n2x

)
e−nx

2

1 + n2 + x2
converge totalmente su tutto R perché

∞∑
n=0

sup
x∈R

∣∣∣∣∣cos
(
n2x

)
e−nx

2

1 + n2 + x2

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

1
1 + n2

< +∞.



(e)
∞∑
n=0

e−nx
2

arctan(nx) vale 0 se x = 0 e converge anche per x 6= 0 in

quanto
∞∑
n=0

∣∣∣e−nx2
arctan(nx)

∣∣∣ ≤ π

2

∞∑
n=0

e−nx
2
< +∞; la convergenza

non è uniforme (e neanche totale) in R perché il termine n-esimo non
tende uniformemente a 0, in quanto sup

x∈R

∣∣∣e−nx2
arctan(nx)

∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣∣e−n( 1

n )2

arctan
(
n

1
n

)∣∣∣∣ =
π

4
e−

1
n
n→∞9 0 ma è totale su (−∞,−δ]∪

∪[δ,+∞) perché
∞∑
n=0

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

|e−nx
2

arctan(nx)| ≤

≤ π

2

∞∑
n=0

sup
x∈(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

e−nx
2

=
π

2

∞∑
n=0

e−nδ
2
< +∞.

(f)
∞∑
n=1

x

n+ n2x2
vale 0 per x = 0 e converge anche per tutti gli altri val-

ori di x in quanto
∞∑
n=1

∣∣∣∣ x

n+ n2x2

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

∣∣∣ x

n2x2

∣∣∣ =
1
|x|

∞∑
n=1

1
n2

< +∞;

la convergenza inoltre è totale perché
d

dx

x

n+ n2x2
=

n− n2x2

(n+ n2x2)2
=

= 0⇔ x = ± 1√
n

e perciò, essendo lim
x→±∞

fn(x) = 0,

∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣ x

n+ n2x2

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ ± 1√
n

n+ n2(± 1√
n

)2

∣∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1
2n
√
n
< +∞.

(g)
∞∑
n=1

(−1)n nx

xn
converge⇔ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) perché, applicando

il criterio della radice, si ha che n

√∣∣∣∣nxxn
∣∣∣∣ =

1
|x|

, e per x = ±1 le serie

valgono rispettivamente
∞∑
n=1

(−1)n n e
∞∑
n=1

1
n

e divergono entrambe;

poiché ai bordi di quest’intervallo la serie diverge, non può esserci con-
vergenza uniforme (né totale); la convergenza non è uniforme neppure
in (−∞,−1− δ] ∪ [1 + δ,+∞) perché il termine n-esimo non tende

uniformemente a 0, giacché sup
x∈(−∞,−1−δ]∪[1+δ,+∞)

∣∣∣∣ (−1)n nx

xn

∣∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣∣ (−1)n nn

nn

∣∣∣∣ = 1, ma è totale in [−M,−1− δ] ∪ [1 + δ,M ] ∀M > 0

perché
∞∑
n=1

sup
x∈[−M,−1−δ]∪[1+δ,M ]

∣∣∣∣nxxn
∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

nM

(1 + δ)n
< +∞.

(h)
∞∑
n=1

xlogn =
∞∑
n=1

elog(xlog n) =
∞∑
n=1

elogn log x =
∞∑
n=1

(
elogn

)log x
=

=
∞∑
n=1

nlog x e dunque è una serie armonica generalizzata e converge



⇔ log x ∈ (−∞,−1)⇔ x ∈
(

0,
1
e

)
; dato che non cè convergenza in

x =
1
e

, la convergenza non è uniforme su tutto l’intervallo ma è totale

in
(

0,
1
e
− δ
]
, in quanto

∞∑
n=1

sup
x∈(0, 1e−δ]

∣∣nlog x
∣∣ =

∞∑
n=1

n
1
e−δ < +∞.

(i)
∞∑
n=1

∫ x
n

0

e−n
4t2dt converge totalmente su tutto R perché

∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣∣
∫ x

n

0

e−n
4t2dt

∣∣∣∣∣ (y=n2t)
=

∞∑
n=1

1
n2

sup
x∈R

∣∣∣∣∫ nx

0

e−y
2
dy

∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
n=1

1
n2

∫ +∞

0

e−y
2
dy =

√
π

2

∞∑
n=0

1
n2

< +∞.

2. (a)
∞∑
n=1

xn

n
: Il raggio di convergenza è r =

1

lim supn→∞
n

√∣∣ 1
n

∣∣ =
1
1

= 1;

studiamo ora il comportamento della serie ai bordi di questo inter-

vallo: per x = 1 abbiamo
∞∑
n=1

1
n

che diverge e per x = −1 abbiamo

∞∑
n=1

(−1)n

n
che converge.

(b)
∞∑
n=1

(2n)!
nn

xn: utilizzando il criterio del rapporto troviamo che r =

= lim
n→∞

(2n)!
nn

(n+ 1)n+1

(2n+ 2)!
= lim
n→∞

n+ 1
(2n+ 1)(2n+ 2)

(
n+ 1
n

)n
=

= lim
n→∞

e

2(2n+ 1)
= 0, quindi questa serie converge solo per x = 0.

(c)
∞∑
n=0

(3 + (−1)n)n xn : r =
1

lim supn→∞
n

√∣∣(3 + (−1)n)n
∣∣ =

=
1

lim supn→∞ 3 + (−1)n
=

1
4

; ai bordi dell’intervallo di convergenza

la serie diverge perché in entrambe le serie
∞∑
n=0

(3 + (−1)n)n

4n
e

∞∑
n=0

(−1)n
(3 + (−1)n)n

4n
il termine n-esimo non tende a 0 ma oscilla.

3. (a)
∞∑
n=1

cos(πnx)
n2

converge totalmente su tutto R in quanto

∞∑
n=0

sup
x∈R

∣∣∣∣cos(πnx)
n2

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

1
n2

< +∞, quindi in particolare c’è conver-

genza uniforme in [0, 1] e dunque è possibile scambiare serie e inte-

grale:
∫ 1

0

∞∑
n=1

cos(πnx)
n2

dx =
∞∑
n=1

∫ 1

0

cos(πnx)
n2

dx =



=
∞∑
n=1

1
n2

∫ 1

0

cos(πnx)dx =
∞∑
n=1

1
n2

[−πn sin(πnx)]10 =
∞∑
n=0

0 = 0.

(b)
∞∑
n=0

(n+ 1)xn converge totalmente (e quindi uniformemente) su tutti

gli intervalli del tipo [−1 + δ, 1− δ], perché
∞∑
n=0

sup
x∈[−1+δ,1−δ]

|(n+

+1)xn| =
∞∑
n=0

(n+ 1)(1− δ)n < +∞; poiché l’intervallo di integrazione

è contenuto nell’insieme in cui la serie converge totalmente, si pos-

sono scambiare serie e integrale:
∫ 1

2

0

∞∑
n=0

(n+ 1)xndx =
∞∑
n=0

∫ 1
2

0

(n+

+1)xndx =
∞∑
n=0

[
xn+1

] 1
2

0
=
∞∑
n=0

1
2n+1

=
1
2

∞∑
n=0

1
2n

=
1
2

1
1− 1

2

=
1
2

2 = 1.

(c)
∞∑
n=1

log n
3nnx

converge totalmente (e quindi uniformemente) su tutto

[0,+∞). perché
∞∑
n=1

sup
x∈[0,+∞)

∣∣∣∣ log n
3nnx

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

log n
3n

< +∞, dunque, es-

sendo la serie a termini positivi, ciò è sufficiente per poter scambiare

serie e integrali:
∫ +∞

0

∞∑
n=1

log n
3nnx

dx =
∞∑
n=1

∫ +∞

0

log n
3nnx

dx =

=
∞∑
n=1

log n
3n

∫ +∞

0

dx

nx
=
∞∑
n=1

log n
3n

[
− 1
nx log n

]+∞
0

=
∞∑
n=1

log n
3n

1
log n

=

=
∞∑
n=1

1
3n

=
∞∑
n=0

1
3n
− 1 =

1
1− 1

3

− 1 =
3
2
− 1 =

1
2

.

(d)
∞∑
n=1

cos(nx)e−nx

n+ 1
converge totalmente (e quindi uniformemente) su

tutti gli intervalli del tipo [δ,+∞), poiché
∞∑
n=1

sup
x∈[δ,+∞)

∣∣∣∣cos(nx)e−nx

n+ 1

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

sup
x∈[δ,+∞)

e−nx

n+ 1
=
∞∑
n=1

e−nδ

n+ 1
< +∞,

ma poiché l’integrale è improprio e la serie non è a termini posi-
tivi, ciò non è sufficiente per poter scambiare serie e integrali; tut-

tavia

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

cos(nx)e−nx

n+ 1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

e−nx

n+ 1
, e quest’ultima serie è a termini

positivi, converge totalmente sui compatti per quanto visto sopra e

dunque
∫ +∞

0

∞∑
n=1

e−nx

n+ 1
dx =

∞∑
n=1

∫ +∞

0

e−nx

n+ 1
dx =

=
∞∑
n=1

1
n+ 1

∫ +∞

0

e−nxdx =
∞∑
n=1

1
n+ 1

[
−e
−nx

n

]+∞
0

=
∞∑
n=1

1
n2 + n

=

=
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
=
(

1− 1
2

)
+
(

1
2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1
n
− 1
n+ 1

)
+

+ · · · = 1 < +∞, quindi la serie di partenza è equidominata e adesso



possiamo scambiare serie e integrali:
∫ +∞

0

∞∑
n=1

cos(nx)e−nx

n+ 1
dx =

=
∞∑
n=1

∫ +∞

0

cos(nx)e−nx

n+ 1
=
∞∑
n=1

1
n+ 1

∫ +∞

0

cos(nx)e−nxdx
(y=nx)

=

(y=nx)
=

∞∑
n=1

1
n2 + n

∫ +∞

0

cos ye−ydy =
∫ +∞

0

cos ye−ydy =

= [sin ye−y]+∞0 +
∫ +∞

0

sin ye−ydy = 0 + [− cos ye−y]+∞0 −

−
∫ +∞

0

cos ye−ydy ⇒
∫ +∞

0

∞∑
n=1

cos(nx)e−nx

n+ 1
dx =

=
∫ +∞

0

cos ye−ydy =
[− cos ye−y]+∞0

2
=

1
2

.

4. f(x) è ben definita perché f(x) :=
∞∑
n=1

∣∣∣∣arctan(nx)
n2

∣∣∣∣ ≤ π

2

∞∑
n=1

1
n2

< +∞

∀x ∈ R; tale funzione è continua perché la successione delle somme parziali

SN (x) =
N∑
n=1

arctan(nx)
n2

è una successione di funzioni continue (in quanto

somme finite di funzioni continue) e inoltre, essendo
∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣arctan(nx)
n2

∣∣∣∣ ≤
≤ π

2

∞∑
n=1

1
n2

< +∞, la convergenza è totale e quindi anche uniforme, e

dunque la continuità viene mantenuta passando al limite; per quanto

riguarda la derivabilità di f , la serie delle derivate
∞∑
n=0

1
n (1 + n2x2)

con-

verge uniformemente su ogni insieme del tipo (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) e quindi,
per il teorema di derivazione per serie di funzioni, f è derivabile in ogni
(−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) e dunque anche in (−∞, 0) ∪ (0,+∞); in 0 invece la
serie della derivata non converge e quindi la derivabilità va verificata ”a

mano”: f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)
x− 0

= lim
x→0

f(x)
x

= lim
x→0

∞∑
n=1

arctan(nx)
n2x

≥

≥ lim
x→0

N∑
n=1

arctan(nx)
n2x

=
N∑
n=1

lim
x→0

arctan(nx)
n2x

=
N∑
n=1

n

n2 (1 + n2x2)
=

=
N∑
n=1

1
n
≥M ∀M > 0, quindi f ′(0) = +∞ e cioè f non è derivabile in 0.

5. (a)
∞∑
n=1

(−1)n

n
: la convergenza è uniforme perché è una serie di fun-

zioni costanti, ma non è assoluta (e quindi neanche totale) perché
∞∑
n=1

∣∣∣∣ (−1)n

n

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1
n

= +∞.

(b) Non esistono, in quanto la convergenza totale implica quella assoluta.



(c)
∞∑
n=0

e−nx
2

arctan(nx). (La convergenza di questa serie è stata discussa

al punto f del primo esercizio).

(d) Non esistono, in quanto la convergenza totale implica quella uni-
forme.

(e)
∞∑
n=1

(−1)n x
n

: fissato x, la serie converge puntualmente ma non assolu-

tamente; inoltre, la convergenza non è uniforme (e quindi neanche to-

tale) perché sup
x∈R

∣∣∣∣∣
N+p∑
n=N

(−1)n x
n

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
N+p∑
n=N

(−1)n n
n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N+p∑
n=N

(−1)n
∣∣∣∣∣ n→∞9

n→∞9 0.

(f)
∞∑
n=1

1
n
χ[n−1,n): fissato x, la serie è costituita da un unico termine

e quindi la convergenza è puntuale e assoluta; inoltre, è uniforme,

perché sup
x∈R

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

1
n
χ[n−1,n) −

N∑
n=1

1
n
χ[n−1,n)

∣∣∣∣∣ = sup
x∈R

∞∑
n=N

1
n
χ[n−1,n) =

=
1
n

n→∞→ 0; tuttavia, non c’è convergenza totale in quanto
∞∑
n=1

sup
x∈R

∣∣∣∣ 1nχ[n−1,n)

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1
n

= +∞.


