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1. (a) @ —4x = 0: il polinomio caratteristico associato all’equazione ¢
P()\) = X\* — 4, che ha come radici £v/2 e +1/2i, dunque lintegrale
generale dell’equazione & z(t) = cleﬁt + cze_ﬁt + ¢3 cos <\/§t) +

~+c4 sin (\/i?f) .

=AM XN N2 1= (-1 (P =2a+1) =
=-1)° (A> 4+ A+ 1), che ha come radici 1 (con molteplicita alge-

—1++v3
brica 3) e #7 quindi l'integrale generale sara z(t) = e (¢;+

+cot + 03t2) + e 2 <C4 cos <\g§t> + ¢5sin (?t) ) .

(¢) & —2&—3x = e?!: il polinomio caratteristico dell’equazione omoge-
nea associata ¢ A2 — 2\ — 3 = (A + 1)(\ — 3), dunque l'integrale gen-
erale dell’omogenea associata & P(\) = c1e** + coe™; a questo punto,
cerchiamo una soluzione particolare usando il metodo simpatia, cioe
la cerchiamo del tipo ae®": x(t) = ae* = i(t) — 2&(t) — 3z(t) =
= —6ae?!, dunque si ha una soluzione particolare per a = 76; Iintegrale

2t
generale sara dunque z(t) = c1e3* + cpe™t — %.

(d) @ —23 — 4@ +8x =4t: P(\) =) > =2\ — 4\ +8 =
=(N-49A-2)=(- 2) (A + 2), quindi 'omogenea associata ha
come integrale generale e**(c; + cot) + cze™2*; cerchiamo ora una
soluzione simile al termine forzante, cioe del tipo z(t) = at + b: = (¢t)—

1 1
—234(t) — 42(t) + 8x(t) = 8at + 8 —da =4t & a = 3 b= 7 dunque

t 1
Iintegrale generale ¢ z(t) = e?!(c; + cot) + cze 2% + 3 + 7
Tz —x=0
£(0) =2 3 ..
2. (a) #(0) = 0 P(A) = X% — ), che ha per radici 0 e +1, dunque
z(0) =3

I'integrale generale & z(t) = cie’ + coe ™" + c3; imponiamo ora le con-

dizioni iniziali: essendo Z(t) = cie’ — cae™" e #(t) = cre’ + cae, si



x
= (1,1,1), dunque la soluzione & z(t) = e' +e " + 1

T2+ =

z(0)=1

#(0) =1 PO)=M+22241= (N +1) =

#(0) =1

z(0) =1
= (A —9)? (A +14)?, dunque ci sono radici complesse multiple e percid

Iintegrale generale sara ¢y sint + cotsint + c3 cost + ¢4t cos t; imponi-
amo ora le condizioni iniziali:
2 (0) = [(—ec1 — 3eq) cosx — catcost + (c3 — 3ea) sint + catsint]i—g = —c1 — 3¢y =1
Z(0) = [(—c1 — 2¢4) sint — cot sint + (2c2 — ¢3) cost — cat costli—g = 2cg —c3 =1
#(0) = [(c1 + cq) cost + cat cost + (ca — ¢3) sint — eqtsint]—g = ¢1 + ¢4 =1
x(0) = [e1 sint + eatsint + c3 cost + cat cost]i—g = c3 =1
le soluzioni di questo sistema sono (c1, ¢2, ¢3,¢c4) = (2,1,1, —1), dunque
la soluzione del sistema & () = (2 + ¢)sint + (1 — t) cost.
T+ 4x =sint
i(0) = —2 : P(\) = A2 +4 = (A +2i) (A — 2i), dunque l'integrale
z(0) =
generale dell’lomogenea associata ¢ ¢ sin(2¢) + ¢g cos(2t); cerchiamo
una soluzione particolare col metodo simpatia: z(t) = acost + bsint =

ol |

1
Z(t) + 4x(t) = 3acost + 3bsint = sint & a = 0,b = 3 dunque l'integrale

t
generale dell’equazione & c; cos(2t) + cosin(2t) + ik

3 ; imponiamo

ora le condizioni iniziali:

i(0) = [—2c; sin(2t) + 2c; cos(2t) + @]t 0 =202+ z=-2 .

z(0) = [c1 cos(2t) + cosin(2t) + “gt] =c; = % €

3
soluzioni di questa equazione sono (c1,c2) U , dunque la
3 2t i

soluzione & z(t) = 3 cos(2t) — sm; ) + ST

T -3 +3t—x=¢e

#(0) =1 o e
(0) =3 :P(A) =X =3X+3\-1=(A—1)", dunque
z(0) =2

I’omogenea associata ha come soluzione et (01 + cot + 03752); cerchi-
amo ora una soluzione particolare con il metodo simpatia, facendo
pero attenzione al fatto che il termine forzante ¢ soluzione anche
dell’lomogenea associata, quindi dovremo cercare una soluzione del
tipo x(t) = at®e’: si ha 7 (t) — 3#(t) + 3i(t) — z(t) = 6ae’, dunque

una soluzione particolare si ha per a = i Iintegrale generale ¢

: LAY o
e’ | c1 + cot + c3t” + 5 ) imponiamo infine le condizioni iniziali:



#(0) = [et ((01 424 2c3) + (c2 + 2c5 + 1)t + (c5+ 3) 2 + %)Lio =c1tea+2e3=1
z(0) = [et ((01 + o) + (c2 + 2¢3)t + (c5 + 3) 2 + %)L , A +e=3
:L‘(O) = |:€t (Cl-i-CQt—‘ngtg-i—%)} Ozcl =2

t=

le soluzioni di questo sistema sono (c1, o, c3) = (2,1, —1) e quindi la
3

t
soluzione & e (2 +t—t2+ 6)'

3. © —z = e~ %; cerchiamo innanzi tutto tutte le soluzioni di questa equazione,
poi imporremo le condizioni: il polinomio caratteristico dell’equazione &

. -1+ v3i
A% — 1, che ha come radici 1 e 7\/31

2
¢ 3t 3t
ha come soluzioni cje! + e~ 2 ((31 cos (i) + ¢9 sin (g) >; cerchi-

amo una soluzione particolare del tipo z(t) = aet: siha ¥ —x = —2ae?,
—i

. . N e . b
dunque una soluzione particolare ¢ ——— e l'integrale generale & c;e’+

_t V3t . V3t et . . .
+e 2 | c1cos N + cosIn N — 7; imponiamo ora le condizioni:

" V3t [ V3t e o
essendo lim e 2 {cicos | — | +cosin | — — — =0, si avra
t—-+oo 2 2 2

, 1i$1 z(t) = 0 & ¢1 = 0; adesso, imponiamo la condizione iniziale 2(0) = 0:
— T 00

_t V3t R RYET et 1
x(0) = le 2 <01 cos (2 + co sin 5 -5 . =g dunque

I’altra condizione si ha < ¢; = —; riassumendo, le soluzioni dell’equazione

, dunque l'omogenea associata

differenziale che rispettano le condizioni sono, al variare del parametro
1 1 3t -t
<2 cos (2\/§t) + co sin (i)) — 67.

2
¥ xr
i=e . 2 . . .
4. (a) : la funzione e” non ha zeri, dunque non esistono punti
z(0) = g

di equilibrio; inoltre, & di classe C' e dunque la soluzione & sempre
. . . . . . I(t) 7:1;2
unica; cerchiamo ora i tempi di esistenza: essendo e v dr=t,

Zo

—00 5 —+00 5
e “dre / e~ dx, dunque

ole

reale ca, le seguenti: z(t) = e

la variabile t potra variare tra /

xo xo
l'intervallo massimale di esistenza & (@(mo) - g,@(xo) + \/27?>,
ove O(x) :/ e*yzdy.
0
. f (#®*—2)log|z| sex#0
(b) 10 se =0 :ipuntidiequilibrio sono

z(0) = zo

d
xzo =0 e g = £1; essendo e (2° — 2) log|z| = (32° — 1) log |z|+
x



+2% — 1, la funzione (2® —z)log|z| & di classe C" in tutti i punti
tranne ’origine; nell’origine, invece, il rapporto incrementale tende
a +oo e quindi la funzione non ¢ Lipschitziana e potrebbe esserci
) . .. v dy dy
un’altra soluzione; tuttavia, si ha / ( / =
0 0

v —y)loglyl ~ Jy yloglyl
= |log|lo & = 400, dunque anche in questo caso la soluzione
[log |log [yl[]5 q

¢ unica; determiniamo ora lintervallo di esistenza: abbiamo ap-

xr
d
pena visto che/ 3—y
o (¥°—y)loglyl

¢ d d

/ 3—y =+o00 e/ 3—y = Z4o00, perché se cosi
1 (1P —y)loglyl 1 (1P —y)loglly|

non fosse la soluzione non sarebbe piu unica intorno a quei punti;

dunque, se xg € (—1,0) U (0,1) la soluzione ¢ definita per tutti i
tempi, altrimenti se £y < —1 l'intervallo massimale &

o dx . .
@ ) log ]’ +0o | mentre se zg > 1 Uintervallo & (—oo,
3 —z)log|x

= +00, e inoltre dovra essere anche

too d
/ ————— |; in questi casi la soluzione esplode in tempo
v (27 —z)log|z]

finito, rispettivamente per tempi negativi e per tempi positivi, perché

/mo dx _/_°°_ dx ~/+OO dx -
oo (@3 —)log x|/, (23 —x)logla| ~ J,, x3loglal

oo dy
</ — < +00.
T

3
o X

_2lyr

5. flz,y,2) =4 oz +er ¢ (z,y,2) # (0,0,0)
O se (1773/72) - (0,0,0)

abile in tutti i punti diversi dall’origine; nell’origine, la funzione & continua

¢ chiaramente differenzi-

oreid 22yz _ ~/x4*/x2|z| - \/$4+y2 +z4\/x4—|—y2—|—z4|z| _

P Pt A A s+ g2 + 2 -
(w,y,2)—(0,0,0) .. . . . C . .

= |z| — 0, ed e inoltre provvista di derivate parziali identica-

mente nulle, in quanto la funzione & nulla sui tre assi cartesiani, e ha anche
f(t$7 tyv tZ) B f(Oa 07 O)
t

le derivate direzionali (anch’esse nulle) perché lim+
t—0
trrlyz trlyz

= = lim = 0; tuttavia, f non e dif-
t (4ot + 12y2 + that) 150 22t + y? + 1224 !

ferenziabile perché la quantita

Va2 4y + 22

2
= il i lungo la direzione (x,x27x) vale
($4 +y2 + 24) /(E2 _|_y2 +Z2
z° (#.9,2)=(0,00) | 1

324222 + 24 - 3V2
. flzyy) = 32° — 523 + 2y%; per trovare i punti critici calcoliamo il gradi-
ente della funzione: V f(z,y) = (15364 — 1522, 4y), che si annulla nei punti
(0,0) e (£1,0). Per determinare la natura di questi punti critici calcoliamo
602> — 30z 0

0 4

critici vale rispettivamente Hy(0,0) = ( 8 2 >, Hs(1,0) = < 300 2 )

la matrice Hessiana: Hy(z,y) = < ), che nei tre punti

f(x,y,z) — f(07070) — <Vf(0,0,0), (x,y,z)) —



—-30 0

0 4
e (—1,0) & una sella, mentre sull’origine non possiamo ancora dire nulla:
tuttavia, notiamo che in qualsiasi intorno dell’origine esistono punti del
tipo (z,0), con x > 0, in cui la funzione & positiva, e punti del tipo (z,0)
con z < 0 in cui la funzione & negativa; dunque, il punto (0,0) non & né
un punto di massimo né di minimo locale.

e Hf(—1,0) = , dunque il punto (1,0) & di massimo locale



