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1. SiaG(y,z2) = / tan (t°) dt e siay(z) = (cos z,sinz): notiamo che f(z) =

= G(y(x)), durfque I’ (z) = (VG(y(x)),7(z)); inoltre, per il teorema fon-
damentale del calcolo integrale, si ha VG(y, z) = (tan (y2)) ,— (tan (zz))
e quindi f'(z) = ((tan (cos® z) , — tan (sin®z)) , (— sinz, cosx)) =
= (—sinz tan (cos’ z) — cosx tan (sin® z)).
y3 6,2
2. SiaG(y,z) = / e * U dt, esiay(z) = (z,r): notiamo che f(z) = G(y(z)),
y2
dunque f'(z) = (VG(y(x)),5(x)) = %(x,x) + %(w,x); inoltre, %6726# =
= 61225 =" esiste per ogni t fissato e, per z € [z9 — J, 29 + 4], si ha

v 2,5 -2t 5 e 2 8))%¢?
/ —6t“z°e % " dt| <6(|z0+9|) / t2e= 200" gt < 400, dunque
y? —o0

sono soddisfatte le ipotesi per portare la derivazione sotto il segno di inte-

BN 2 —25¢45 — 28y v’ 2.5 —2z%t2
grale e percio VG(y,z) = | 3ye™* Y —2ye™* Y, —6t°z"€ dt | e
y2

3:3

— 3g2e7"” _oge®" _ 6$5/ 26~ dt.
x

1
3. flz,y) :/ e~ ()P gt fissato t, la funzione e~ (@) & di classe
0
C*', e dunque, essendo lintervallo di integrazione limitato, & possibile
a 1
derivare sotto segno di integrale, quindi a—f :/ 92z~ (T V) g o
€ 0
b 1 1
or :/ 72t2y67(12+y2)t2dt, dunque Vf = (QIC/ t267(12+y2)t2dt,
ay 10 0
—2y/ t2e— (@ +v*)2? dt) ; il gradiente si annulla solamente nel punto (0, 0),
0
1
perché / 26~ (=" ") 4t & Iintegrale di una funzione non negativa, con-

0
tinua e non identicamente nulla e quindi non € mai nullo; notiamo inoltre
1

1
che e~ (a"+v°)t < ledunque f(z,y) :/ e (@) g < 1dt =1 = f(0,0),

0 0
quindi l'origine & un punto di massimo assoluto per la funzione, e dunque
€ anche di massimo locale.



4. f(t) = /0+00 e sin(tz)dz.

2 2
(a) Fissato z, la funzionet — e~ sin(¢x) & continua; inoltre, |e™* sin(tx)’ <

+oo
< e e / e < 400, dunque c¢’¢ equidominatezza e quindi,
0
per il teorema di continuita sotto integrale, si ha che f € C(R).
0 . . . . . .
(b) = sin(tx) = ze ™ cos(tz) ¢ una funzione continua in ¢; inoltre

ot .
00
22

‘:ce*“j cos(ta:)’ < |z|e” e/ |x|e™™

‘< 400, dunque c¢’e equidom-
inatezza e quindi, per il teorema di derivazione sotto integrale, si ha
che f € C'(R).

(¢) Per quanto visto in precedenza, sono soddisfatte tutte le ipotesi nec-
essarie per derivare sotto il segno di integrale, dunque f’(t) =

+oo
= / ze™® cos(tx)dx; integrando per parti, si ottiene
0
“+oo

cos (tw)} -

0

_a—/v2

JHOE /0+00 ze™® cos(tz)dr = [_e

oo —x 1 ¢t [t 1 ¢
7/ ¢ tsin(tx)dr = = — 7/ e sin(tz)dr = 5 — S f(t).
0 2 2 2/ 2 2
+oo —x _ _—tx
5. f(t) = / € "¢ 4
0
+oo 7;3]- . ew(lft)

(a) Notiamo innanzi tutto che f(t) = e de, dunque

0
I’integranda non ha un asintoto nell’origine per nessun valore di ¢, in
1-1)
— ea:(

r =t — 1, quindi la convergenza dell’integrale

quanto lirr%) e~
T— T
dipendera solamente dal comportamento all’infinito dell’integranda:
sicuramente per t < 0 la funzione non e definita perché
e~ % e—ta:
lim ——dx = —o0, se t > 0 l'integrale converge perche ha
T—-+00 x

+oo
lo stesso comportamento di / e "dzx e in t = 0 I'integrale
0

o0 e~ +o0 dx
/ ———dx si comporta come / —— e dunque diverge;
0 X X

quindi, l'insieme di definizione di f & (0, 400).
(b) Innanzi tutto, f & continua perché se t € [1,+00), allora |f(t)] <

—+oo
Sw/
0 X

puo applicare il teorema di continuita sotto integrale. Inoltre,
0e T — e—tm
- @@ = e_t
ot x

“+oo
/ ety
0

oo —tz ] to©
f’@s)—/o+ e = [ : | 7=t

t 1o t

e~ _ 7 TE
dr < 400 e dunque c’e equidominatezza e si

e quindi per t € [r,400) abbiamo che

“+oo
S/ ‘e_m’dx < 400, quindi la funzione ¢ C*! e
0




© £6)= [ Feds = 50) = [ 5 = logt, perchi £(1) =

+oo
= / Odx = 0.
0

6. Innanzi tutto, notiamo che in tutti i casi la funzione f & continua e I'insieme
A ¢ compatto, dunque esisteranno sempre sia il massimo che il minimo.

(a) flz,y)=z—y, A={(z,y) € R? 22 4 4% = 2}; usiamo il metodo dei
1= )\(2z)
moltiplicatori di Lagrange: —1=A2y) ; sommando le prime
22 4+9y2-2=0
due equazioni, abbiamo che 2A(x +y) =0, ma A non puo essere
uguale a 0, altrimenti la prima equazione del sistema darebbe 1 = 0,
dunque deve essere x = —y: sostituendo questo all’interno della terza
equazione, abbiamo che 22?2 =2 < & = 41, quindi i due possibili
punti di massimo/minimo sono (1,—1) e (—1,1); poiché f(1,—1) =2

e f(—1,1) = —2, possiamo concludere che (mf;mx flz,y)=2e

Y)E
( m%nA f(z,y) = —2. (Alternativamente, si poteva procedere notando
z,y)E

che A= {(v2cost,\/2sint),t € [0,27)} e studiare il massimo e il
minimo della funzione f(v/2cost, v2sint) per t € [0, 27)).
1
(b) flz,y) = m: questa volta, I'insieme A = {(:Lyy) e R? y—
—z? = 0,0<z < 2} non coincide esattamente con 1’'insieme di livello
di una funzione, ma presenta anche due punti di bordo che andranno

studiati separatamente: per quanto riguarda invece i punti all’interno

7(y73i+3)2 = —2)\x
del vincolo, per i moltiplicatori di Lagrange si ha —m =\
y—ax2=0
3= —2ux
posto = A(y— 3z + 3)27 il sistema diventa —1=upu : SOS-
y—ax2=0
tituendo il valore di u = —1 nella prima equazione, troviamo =z = 5

39
i tre possibili punti di massimo/minimo sono dunque (2, 4) e idue
1
punti di bordo (0,0) e (2,4), ma essendo f(0,0) = 3’ f(2,4) =1,
4
=—e
3

39 4 ) 39
f (2, 4> =3 concludiamo che (;ge)xé(Af(x,y) =f <2’ 4>

( m%nA = f(0,0) = 3 (Alternativamente, si poteva studiare il mas-
z,Y)€
simo e il minimo della funzione f (z,z?) per z € [0,2]).

(¢) f(x,y) = 2® — 3z + y*: stavolta, oltre al solito vincolo, I'insieme A =
{(z, y) € R% 42 +¢* < 9} contiene anche punti interni, quindi bisognera
studiare anche gli eventuali massimi e minimi all’interno dell’insieme:

Vf = (3z% — 3,2y) si annulla nei punti (—1,0) e (1,0), dove la fun-
zione vale rispettivamente 2 e —2; cerchiamo ora altri eventuali punti



di magsimo o minimo sul bordo di A risolvendo il sistema:
322 — 3 =8\z
2y = 2y ; dalla seconda equazione siricavachey =0V A =
402 + 2 - 9=0
3
=1: se y =0, dall’equazione del vincolo otteniamo che x = 30 ©
3 9
f (:&:2,0) = :tg; se invece A\ = 1 otteniamo 322 — 3 = 8z, cioé x = 3V

Ve = ——: per x =3 non ci sono punti sull’insieme A, mentre se

V7T 1 iﬁ) 259

1
= —Z otteni — 4L I A I i d
T 3 otteniamo y ef 3 3 o7 ; riassumendo,
1

7
3
V7T 259
(T%%Af(w,y) f< Tha 57 e(mrg;gAf(%y) f(1,0)
(d) f(z,y,2) =ay®2®, A={(2,y,2) eR® 2 >0,y >0,2> 0,0 +y+2=1}:
notiamo innanzi tutto che la funzione e strettamente positiva all’interno
di A ed & nulla sul bordo, dunque min f(z,y,2) = f(z,y,0) = f(z,0,2) =

(z,y,2)EA
= f(0,y, z) = 0; cerchiamo ora il massimo della funzione sul vincolo:
2.3
Yyze = A
2xyz3 = . . -
3235;2 —)\)\ ; eguagliando le prime due equazioni, e sapendo

z+y+2—-1=0
che y # 0 # z, otteniamo che y = 2z, facendo la stessa cosa con la
prima e la terza invece abbiamo z = 3z, e sostituendo nel vincolo

—,—=,= ] deve essere necessari-
632
amente il punto di massimo della funzione sull’insieme A e dunque

111 1
(Igfzflf(eAf(%yaz) =/ <6’3’2> =132

. 1 .
troviamo x = 6; dunque, il punto

7. Ipunti dell’ellissoide 22% — 4z + y* + 22 + 1 = 0 che distano meno dall’origine
sono i punti della superficie di livello 22% — 4z +y? 4+ 224+ 1 =0 in cui
la funzione distanza dall’origine +/x2 + y2? + 22 assume valore minimo,
dunque l'esercizio consiste nella ricerca di punti di minimo vincolati; no-
tiamo infine che una funzione f non negativa raggiunte il suo minimo
valore in un punto se e solo se raggiunge il minimo anche la funzione
\/f , dunque per semplicita di calcolo studieremo il minimo della funzione
f(z,y,2) = 2 + y* + 2 sull'insieme 22% — 4z +y* + 22 +1=0. Utiliz-
zando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, dobbiamo risolvere il sis-

2 = N4z — 4)
2y = A(2y) , o
tema 22 — A(22) : dalla seconda e terza equazione si

202 —dx+ 9y +22+1=0
ricava che A = 1, oppure y = 0 = z; se A = 1, dalla prima equazione si ri-
caverebbe z = 2, ma nell’ultima si avrebbe y? 4+ 2% + 1 = 0, quindi deve es-
sere necessariamente y = 0 = z, cio¢ nell’ultima equazione 2z? — 4z + 1 =

2 (2 +v2
; nel punto 5

=0 x=

,0,0) la funzione f(z,y,2) = s



2+ 3 2—42
+y? + 22 vale ( > =5 + /2, mentre in (f,0,0> vale
2 -2 3
=5 V2 dunque, il punto di quell’ellissoide che dista meno

2
P
dall’origine & (2\[ 0 o)




