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8 APRILE 2009

Esercizio 1.
(a) Data la funzione

1—2x

f(z) = log| |

determinare: insieme di esistenza e di derivabilita, limiti
ed eventuali asintoti, eventuali massimi, minimi e punti di
flesso, intervalli di convessita. Tracciarne un grafico quali-
tativo.

(b) Scrivere I'equazione della retta tangente a f nel punto
di ascissa xg = 0.
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Esercizio 2.
(a) Dimostrare che per ogni z nellintervallo (1, +00) vale
la seguente identita:

r+1 3
arctan — —m = —arctanx
r—1 4
(b) Sia f(z) = arctan(%*;). Dimostrare che f & invertibi-

le in (—o00,1) e, indicata con g la sua funzione inversa,
calcolare ¢'(0).
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Esercizio 3.
(a) Enunciare e dimostrare il teorema di Heine- Cantor.
(b) Stabilire 'uniforme continuita della seguente funzione

e’ arctan x
f(x) = —— in(—00,0) e in (0, 400)
x
(¢) Dopo aver dato la definizione di funzione lipschitziana,
dimostrare che una funzione definita in un intervallo e de-
rivabile con derivata prima limitata in ogni punto del suo

dominio e lipschitziana.
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Esercizio 4.
(a) Enunciare e dimostrare il teorema di Rolle.
(b) Dimostrare che vale la seguente disuguaglianza

(1+2)*>1+ar Vrel[-1,+400), Va>1
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Esercizio 5.
(a) Discutere la derivabilita di f al variare di a,b € R, dove

arctan(r + 1) + a se x < —1

f(x):{logmw@:—n s> 1



1 SOLUZIONI

ESERCIZIO 1

1) (a) Dom(f) = R—{—1,1}. E una funzione dispari,
infatti

14+ -1

11—z
f(=2) = logl—— | =log || = —f()
f=0&2x=0e f>0&2<0.
Le rette x = 41 sono asintoti verticali (da destra e da
sinistra); la retta y = 0 ¢ asintoto orizzontale.

2 B 4x

f'(x) = = f'(x) = =22

f & decrescente in (—1,1) ed & concava in [0,1) U (1, +00),
0 ¢ punto di flesso.

Figura 1: Il grafico di y = log \h;ﬂ

(b) f(0) =0e f/(0) = —2, quindi la retta tangente al
grafico di f in (0,0) ¢ la retta di equazione

y = —2.
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ESERCIZIO 2

(a) Sia
T
f(x) = arctan + arctan x
x J—
Poiché f'(x) = —1z + 1752 = 0, segue dal teorema di

Lagrange che f(x) ¢ costante in ogni intervallo del suo
dominio. In (1, 400)

da cui segue l'identita che si voleva dimostrare.

(b) Sia ora f(z) = arctan®t. f & strettamente decre-
scente nell’intervallo dato, come si vede dal segno della sua
derivata prima, e dunque ¢ invertibile. Sia g = f~!. Essen-
do f(—1) = 0, per il teorema della derivata delle funzione

inversa, si ha
1
f'(=1)
Osservazione 1 F facile anche di ricavare una espressione
esplicita dell’inversa div f che € la funzione

g'(0) = -2

tanx + 1 tan?z + 1
= e

g (SU) - _2<

9(@) tanx —1)2

" tanz — 1
da cui
g'(0) = -2
ESERCIZIO 3

(b) In (—00,0) f ¢ U.C. poiché f ammette asintoto oriz-
zontale (per x — —oo, che ¢ l'asse delle z) e

lim f(z)=1

r—0~
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quindi f & prolungabile per continuita a tutto l'intervallo
(—o0,0].

In (0, 4+00) f non ¢ U.C. perché non soddisfa il lemma della
farfalla.

(c) Sia I = Dom(f) e siano a,b € I, con a < b. Sia inoltre
k € R tale che |f'(z)] < K Vo € I. Per il teorema di
Lagrange esiste ¢ € (a, b) tale che

(b)) = f(a)] = [f'(e)(b—a)| < K|b—al

che e proprio la definizione di lipschitzianita.

ESERCIZIO 4
(b) Sia
flx)=(14+2)"—(1+ ax)
(f(-)=a—-1>0)
Allora
flo)=a(l+2)* ' —a>0&e1+s>12>0.

Quindi 0 ¢ un punto di minimo locale per f e f(0) = 0.
Poiché f e strettamente crescente in (0, 400) e strettamen-
te decrescente in (—1,0), 0 ¢ anche il minimo assoluto di f
cioe f(x) > 0 per ogni x € [—1,400).

ESERCIZIO 5
Continuita in —1:

f(=1)=a= leri+f(x) =—-2b& a=-2b

Derivabilita in —1:

. arctanh . log/1+h+b(—2+h)+2b
lim = lim
h—0— h h—0*t h
se e solo se
1=
2
f & derivabile in 0 se b = %, a=—1.



