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1 Conoscenze preliminari

Definizione 1.1. Siano f,g: A — R, due funzioni infinitesime per
x — x9 € A. Diremo che f é un “o piccolo 7 di g se

limMZO

+—0 g(x)
e scriveremo “f(x) = o(g(x))”.

Proposizione 1.1. Valgono i sequenti risultati
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2 ESERCIZI

ESERCIZIO 1
Calcolare i seguenti numeri con la precisione indicata al loro fianco.

(a)

e , e <1072

(b)

1
arctan§ , €< 1073

ESERCIZIO 2
Approssimare f(r) = sin(5) in [0, §] con un polinomio p(z) con un errore

1



inferiore a 1072,

ESERCIZIO 3
Calcolare

+00 e”
3 dx
1 e’ —1

ESERCIZIO 4
Studiare la convergenza di

(a) /()-‘roo

+o00
(b) / sin zdx
0

3 Soluzioni

ESERCIZIO 1
(a) e:

In un intorno dell’origine Iy

x:Zn:x—k—i—ix”H con £ € Iy
— El' " (n+1)!

Passando ai valori assoluti, segue che per ogni n € N

n

\ex—z \_\ " vz e I
— (n+1)

In particolare, per x = 1, otteniamo la relazione

n

kO

dove & ¢ un punto dell’intervallo [0,1]. La somma > ;_, % & un’approssi-
mazione di e tanto migliore quanto piu grande & n. Per stimare e con l'ap-
prossimazione voluta, stimiamo quindi il lato destro della disuguaglianza
chiedendoci per quale n la seguente disuguaglianza e soddisfatta

e

—2
GRS



Possiamo maggiorare e¢ con e! e quindi con 3, percid otteniamo

es < 3
(n+1)!  (n+1)!

che risulta essere minore di 102 se e solo se
(n+1)! > 300

cioe per n =5 (6! = 720). Il numero cercato ¢ dunque dato da
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(polinomio di Mac Laurin di grado 5 di e* calcolato per x = 1).

(b) arctan 1:
Ricordiamo la relazione vera Vn:

k=0
da cui .
1 & xn—‘rl
1l—z Zm + 1—=x
k=0
che per z = —t? diventa
1 n Lok (71)n+1t2n+2
1+t2zz(_1)t e (1)
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T2, ber il teorema fondamentale del

Poiché arctanx € una primitiva di
calcolo integrale, si ha che

/2 Lt — arctan(2) — arctan(0) = arctan -
= arctan(— ) — arctan = arctan —
, 1+22 2 2

e, guardando la (1), segue che
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Dunque
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L’ultimo integrale non lo sappiamo calcolare ma lo possiamo maggiorare in
valore assoluto nel modo seguente

1 1
5 (— n+1t2n+2 3 1 1
‘/ - dt’ < / t2n+2dt — (7)2n+3
1+t 0 2 2n + 3

che ¢ minore di 1072 se n > 3. Dunque il numero che approssima arctan%
con la precisione cercata ¢

3
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2%k+1 2 24 5.32 7-128

k=0
Osservazione 3.1. Se avessimo risolto il problema utilizzando la formula di

Taylor con il resto di Lagrange avremmo dovuto calcolare la prime 8 derivate
di arctan x per giungere allo stesso risultato.

ESERCIZIO 2
Per il teorema di Taylor con resto di Lagrange, nellintervallo (0, 5) 3¢ tale
che

n $2k+1 $2n+3

n : x
Z(—l)km + DM sin (2

Sin(*) = = 3)‘z:§ (2n + 3)|

Osservazione 3.2. Abbiamo considerato il resto di Lagrange n + 1-esimo
(invece che il resto n-esimo) perché il polinomio di Mac Laurin di sint (che
¢ una funzione dispari) ammette solo potenze dispari della x.

Percio

n .’E2k+1 5 1 2n+3
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Poiché in [05] si ha che z < 2 e 0 < Sin% < 1, possiamo stimare il lato

destro della disuguaglianza nel modo seguente

1 2n+3 2)2n+3 1 1

e e <3 @nral - @it

sin(



che & minore di 1075 se e solo se n > 3 )(per n = 3 si ottiene 9! = 362880).
Percio il polinomio che stima sin(5) con il grado di precisione richiesta ¢ il
suo polinomio di Mac Laurin di ordine 3:

2k:+1 3 5 7

xT Z T T

3
kzo 32k+12k+1) =3 3.3 3.5 3.7

ESERCIZIO 3

Con la sostituzione ¢t = €® ci riduciamo a calcolare

v o1
lim
y—+oo J, t3—1

dt

Poiché 3 — 1 = (t — 1)(1 4+t + t2) cerchiamo A, B,C € R tali che

1_ A Bt+C
3 t—1 1+t+¢2
Queste costanti sonoA:% B:—% C=- % Quindi
v o1 1 Y(2t+1)+3
—dt = = —d—f —————dt
/€t3—1 3/ t—1 /e t2+t+1 )

1+y+y?
1+e+ e?
1 2y+1, 1 2¢ + 1

- 7arctan( 7 )+ \[arctan( /3 )

1, y—1 1
= Z(log|2 2|21
3 (log] 771~ 5log

v 1 y—1
li —dt =—- i log —— 2
yigloo/e Bo1" T3 B A (2)
dove

afl(lo \/1+6+62_ T +Larctan(2e+l))
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e dunque il limite (2), che ¢ il valore dell'integrale dato, € uguale a a.

ESERCIZIO 4
(a) L’integrale dato & improprio sia in un intorno dello 0 sia in un intorno
di 400, lo spezziamo quindi in due integrali

1 T +oo T
e e
/0 e3x_1dx+/1 e3x_1da:




e dobbiamo studiare separatamente la loro convergenza. In un intorno
. . T N . . . 2
dell’infinito —%— ~ - che & minore di <. Poiché
e o — € xT

1
+001
72<+OO 5
1 X

dal teorema del confronto per gli integrali impropri segue che anche

+oo e
/ T 1d:1: < 40
1 _

S L . .
Per controllare la convergenza di fo —3e—ydx, poiché siamo in un intorno

dello 0, possiamo approssimare e* con il suo polinomio di Mac Laurin, e
cioe

e“=1+z+ox)~1 , €2=1+3z+o0(z)
Quindi

e poiché

segue che anche fol eg,f;iz_ldx diverge e dunque 'integrale dato diverge.
(b)

400 Y
/ sinzdr = lim sinzdr = lim (—cosy+ 1)
0

y——+00 0 Y—+00

che non esiste, dunque 'integrale dato non esiste.



