AMDb5 2008: Tracce delle lezioni- 6

LO SPAZIO L~: DUALITA E COMPATTEZZA DEBOLE*

Sia g misura su X. L>® =L>(X,% pn) =
{fl f ¢ misurabile ed esiste ¢>0: |f(xz)] <c¢ quasiperogni z}
e |fllo :=inf{c >0: |f(z)|<c¢ qo. =z}=
= fllo =min{c>0: [f(z)|<c qo. z}, perché

plfes 1@ > 1leh) = w(Unes @I > It} ) =0

E facile vedere che (L%, ||.|l») é un Banach.

L>* éildualedi L!

Se u  €o-finita, allora  (L')  é isometricamente isomorfo a L>

TEOREMA DELLA MEDIA.

Sia ge L' . Se mgﬁfggM VEe€Y con0< u(FE) < +oo, allora
o

m

IN

g < M q.o.

Prova. [|g| < 400 = p({z : g(z) > M + 1}) < oo ed allora é anche
p({z : g(x) > M + 1}) = 0 perché, se no,

1 1
VEmnmerry | ez

{z:g(2)>M+5}

Dunque p({z : g(z) > M}) = p(Upfz : g(z) > M + 1}) = 0. Ugualmente
ul{a - glx) < m}) = 0.

Prova del Teorema di isomorfismo. Data g¢ge& L>*, sia

T(g) =1, W)= [Jg ¥reLl E Nyl =1 [ fol < 1/ ilglee

é un funzionale lineare e continuo su L' con

11 < Nlglloo
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T é isometria (chiaramente lineare). Si tratta di provare che [|l;]] > ||g]|co-
Sia X = UjEj, Ej C Ej+1, /L(E]) < +00. Allora gj ‘= 9XE; € L'
lg(xENE;)

= —um o S

E

Iyl W(ENE; - .
25 ] 9 XenE, ” g”//j((E)m ) < Iyl e quindi, per il

1
mggj\ =
Teorema della Media, ||g;]|oc < ||ly]| e quindi [|gllos < [/lg]l-

T é suriettiva. Sla X =U;E;, E,NE; =0, u(E;) < +oo. Datol € (L', sia
Li(f) = 1(fxg) D

GO < MU Xl < 1y e(E) I fll - Ve L?

segue che [; é lineare e continuo su L? e quindi
el Ue) =Ll = [fg Vel

Allora, presa f = xg, sign g;, si ha che, se i # j, 0 = l(xg, sign g; xg;,) = | |gj| e
E;

quindi g; = 0 q.o. in E}. In particolare g; € L' e quindi, dal teorema della media e

u(lE) b[ %

segue che g; € L. Ora, se f € L', allora f‘Ej é approssimabile in L'(FE;) mediante

_ l(XEmEj)
n(E)

< |l

funzioni L? e quindi, dalla limitatezza di g; e dalla continuitd di [ segue che

(i) =N = [ fg;  vfer!

Infine, siccome 37 fxg,; converge a f in L', dalla continuitd di [ segue che
= Ufxe) = Z/fgj = /f(Zgj)
J J
ove || ; gjllee < (2.

11 duale di L*® non é L!

Data g € L'(X,pn),  sia l,(f) =[x fogdu, feLl>* L(g):=1, ¢€
isometria lineare di L' in (L)', ma mon ¢, in generale, suriettiva.
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Da [ly(N)] < llglls 1, segue che Iy € (L%)" e [[Lgflc < llgll = L ¢
operatore lineare continuo di L' in (L>)". Di pi, presa f = sign g,  ||l,|| > [9g]-
Controesempio. Se

() == p(0) Ve CFRY)

[ ¢ funzionale lineare continuo su C§°, e, per il Teorema di Hahn-Banach, [ ha
un prolungamento lineare e continuo su tutto L*°, che indichiamo ancora con [ .

Se esistesse g € L! tale che I(f) = [gf, V[fe&L>® sarebbe
/g o(nx)dr —, 0 Yo CPRY) ;  contraddizione se ¢(0) # 0.

Convergenza debole in L!. Siano f, € L.

fomsfoin L e [(a=- b0 Vhe L
Convergenza debole in L. Siano f, € L.

fo—=f in L*® < I(f,) —IUf) Vie(L>)
Convergenza debole* in L>*. Siano f, € L.

fo=f in L o /fnh—>/fh Vhe L'

NOTA. Diversamente da quanto accade in LP, p € (1,+00), successioni limitate
in L' o in L*™ non hanno, in generale, estratte debolmente convergenti.

(i) Sia feCERY), f20, [f=1, fulx):=n"f(nz). E RfN |fn|d$=RfN /-
Supponiamo che esistano f € L' ed fn, taliche [ f,,g— ffg Vg € C§°. Quindi

/fg = lim / fu(@)g(2)dr = lim / f(y) g(%k)dy =g(0)  Vge Cy(RY)

e quindi g(0) = [ f(x)g(jz)dz —; 0 che é assurdo se g(0) # 0.

)

(ii) Siano f, = 17T n(nt), t € [0,2x]. Tali funzioni formano un sistema ortonor-
male in L*([0, 27

3\

e quindi convergono debolmente a zero in L2. Di piu, si ha

27
Lemma (Riemann-Lebesgue) f, —*0: [sin(nt) g(t)dt -, 0  Vge L!
0

La successione f,, non ha perd estratte debolmente convergenti in L>. Segue da
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1. Se ¢, € C(]0,27]) tende debolmente a zero in L*> allora ¢, (t) —, 0 V.
2. Ogni sottosuccessione f,,, converge al pit su un insieme di misura nulla.

Il fatto 1. si vede considerando l;(¢) := ¢(t), t € [0, 27]. Tale l; é funzionale lineare e
continuo (rispetto alla norma del sup) su C([0, 27]), ed é quindi, per Hahn-Banach,
restrizione di un [ € (L)', Ovviamente l;(¢,) —, 0 < ¢,(t) —, 0.
Il fatto 2. segue da Riemann-Lebesgue ed ¢é lasciato come esercizio.

Compattezza debole* (Teorema di Banach-Alaoglu). Siano p o-finita
ed L'(p) separabile. Allora

sup || fulloo < 400 = Ing, feL>™: f,, =" f

Infatti :  sup, | [ fuh| < (sup, ||fallo) 2]l ¥V i € L' = ( procedimento diagonale
di Cantor !) Iny @ I(h) :=limy [ f, h  esiste finito Vh € D C L' numerabile
e denso; [ si prolunga in modo lineare e continuo a tutto L! e quindi

3g € L : ngl/fnkh:zm):/gh Vhe D
e quindi (in modo standard)  limy [ f,,h = [gh Vh e L'
Funzionali lineari continui e misure.  Sial € (L™(X,%,u)).  Allora

el )= [fodu  VFELT & (fu="0 = U(f) = 0)

=. Ovvio. <. Proviamolo nell'ipotesi aggiuntiva f >0 = [(f) > 0. In tal
caso w(E) :=1(xg), E € ¥ émisura perché E; € X EENE; =0 Vi#j =
XUjoninB; —n 0VZ = [ XUo5, h—=n 0 VheL' = lxuppug) —n0 =

tu( Zl X5;) + XU, 50 B;) Z i) T UXU i1 Ej) —n Z,UZ(E)
_]21 : =

Ora, per linearitd, L) = [@dw sep= Zn: CiXE;-
j=1

Poi, se 0 < ¢; < f € L*(u) tende puntualmente ed in modo monotono a f, é
[@jdu, —; [ fdu.  Ma, per Lebesgue, é anche [ p;hdp — [ fhdy  Vh € LY (p) e
quindi [ @;du = U(p;) —; 1(f). Quindi [ fdu =1(f) e, scrivendo f = fT—f~,

W)= [ fdw  F e L)

Infine, u(E) = 0 = y(E) = l(xg) = 0, ed il fatto che esista g € L'(u) tale
che [ fdu = [ fgdu Vf € L>®(u) é conseguenza del seguente Teorema di
rappresentazione
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IL TEOREMA DI RADON-NIKODYM

Sia ¥ C P(X) sigma algebra ; siano v, pu : ¥ — [0,400] misure, rispettivamente
finita, o- finita. Allora 3f € LNX,p), 3Z € ¥ con u(Z) =0 tali che

y(E):/Efdu—i—z/(EﬂZ) VE €%

Prova. Sia AME) =uwE)+v(E), EecX, per cui per ogni ¢ semplice e
non negativa, [@d\A= [pdu+ [pdv e quindi, per ogni h X-misurabile

[niax=[idu+ [njavy— [inlax= [1pldp, [ 1pldx= [ 1p]dv

In particolare, L'(\) C L'(v) e h— [hdv é continuo in L'()\) e quindi

(%) 39 € L®(\) : /hdy:/ghd)\ Vhe LY\

Inoltre, A(E) >0 = 0< ﬁbfgd)\:ﬁfx}j dy — /V\E? <1 =

~

0<g<1 A—q.o.

Iteriamo ora (x):
(%) /hdy:/ghd)\:/ghd;H—/gzhd)\:/(g+92)hdu+/g2hdu

- :/(g+g2+...+g”)hdu+/g”hdzj Vh e L'(\)

In particolare, posto h = 1 in (xx), vediamo che

v(X)> / (Zg”) dp equindi Y g¢"(z) <+oo p—go. e p({h=1})=0

Poniamo f := ,¢" € LY(u) Z := {h = 1} . Fissata in (*x*) h limitata
e in L'()\), passando al limite troviamo [hdv = [hfdu+ [hdv . Sia in-

Z
fine h soltanto limitata (e misurabile) e sia X = U;E;, E; € ¥, p(E)) <
+00, E; C Ejyy. Allora [hxg, dv = [hxg, fdu+ [ hxg dv e passando al limite

z

in j otteniamo

/hdu = /h fdu+ /hdu VYh misurabile e limitata
z
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Misure assolutamente continue
misure singolari e Teorema di decomposizione di Lebesgue.

Siano g, v misure (o-finita, finita) definite sulla o-algebra ¥ C P (X) :

v << p (v é assolutamente continua rispetto a u ) se u(E) =0 = v(EF)=0.
v ¢é singolare rispettoa p (v Lp) & IZe€X:u(Z2)=0,v(Z°) =0

E vero che : 3 Vge <<, Vs L p unicamente determinate : v = v, + v

Che tale decomposizione esista segue dal Teorema di Radon-Nikodym:

1 . _ _
Ghell, Zex, wZ)=0: v(E)= [E hdp + v(Z N E) = vee( B) + v(E)

Voo E) 1= [Ehdu, v (E) := v(Z N E)

L’unicita é poi facile da verificare.

IL TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ
Sia | funzionale lineare su Co(RY) tale che  1(p) >0 se ¢ >0. Allora

3w misura di Radon tale che l(p) = / o dpu Y € Co(RY)

RN

Prova. Sia

w(Q) := sup{l(p): ¢ € Co(RY), 0<p <1, suppp CQ}, VQ C RY, aperto

p(A) = inf{3;u(Q;): AcCuy;Q; Q; RN aperti}
Passo 1. i é misura (ovvero, é numerabilmente subadditiva)
Passo 2. p ¢ misura di Radon (ovvero é Borel regolare, finita sui compatti)

Passo 3. Il(¢)= [ pdu Ve € Co(RY).
RN

Prova passo 1. Siano  Q C U;§);  aperti, K := supp ¢ C €.
Siccome K é compatto,  esiste n tale che K C Uj_,Q;. Sia v;  partizione
dell’unita:

j=1
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Allora
W) =10 vay) = D lWdy) < > u(©y) (perché  supp 1; C €y)
j=1 j=1 Jj=1

e quindi  p(Q) < X p(€;). In particolare p(2) = inf{3; u(Q;) = Q C U;Qy}
j
Sia ora A C U;A;. Possiamo supporre p(4;) < o0 Vi. Sia A, C U,;Q;5 e

p(A;) + ; > Z#(Qu)

Allora € + 32 pu(A;) > 3 p(Qj) > p(A).

[

Prova passo 2. Proviamo che p é misura metrica.
Se ;,i = 1,2 sono aperti disgiunti e  supp ¢; C ;;, 0 < ¢; < 1 allora
supp o1 + @2l CU N ¢ 0<p+9p2<1 equindi

L) +1U(p2) = U1 +2) < p(UNQ)  equindi  p(Qr) + p(Q) < pu( N Q)

Allora, se d(A;, Ay) > 0, esistono €; aperti disgiunti tali che A; C €Q; e quindi, se
A1 U Ay C Q aperto, risulta

() > (12N QU QN D)) = a0 Q) + (@M Q) > a(Ar) + p(Ay)

Passando all'inf:  p(A;UA9) > pu(Ay)+p(Asz) e quindi g é misura metrica e quindi
boreliana.
Poi, p é Borel regolare, perché  u(A) = pu(NQy) se u(A) < +oo, u(A) + 1 >

;=
1(82;).

Infine, pu(K) < +o0o se K é compatto.  E cié segue subito dal fatto che, essendo
[ positivo, si ha che

VK compatto Jex: supp p CK = |l(p)| <ckx ||¢lloo

Infatti, fissato 2 aperto limitato contenente K, sia 1 € Co(RY)  taleche 0 <
<1 con suppypCQ e Y=1inK. Allora

[ele v 2920 = Up) < Ullellec ¥) = llplloe 1()

Siccome é anche (=) < ||¢]le (),  concludiamo che  |I(¢)| < [|@|loo [(¥).
Prova passo 3. Sia K := supp ¢ € Co(RY). Fissato € > 0, siano
to<inf p <t;...<t,=sup ¢ taliche ¢;—t;_1<e Vj
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e siano

_ € .
Byi= o (o DK C Oyt ul() < p(B)+5,  ol@) <tibe VaeQ, V)
Notiamo che gli F; sono disgiuntie K =U;F;.  Sia 1, partizione dell’unita:

0<4; <1, supp ¢; CQy, D Yj(x)=1 VeeckK
J

e quindi =2, ;. Ora,

tj—e<tj_1<g0(x) verj7 szpg(tj—i_e)wj =

p) =D _Upwy) <Dt +e)l(yy) <
7j=1 7=1

:Z(tj+€)M(Ej)+zn:t +€ Zt —e)(Ej) 4+ 2eu(K) + e(supp +€) <

<Z/ odu+ e[ 2u(K) +supp +e] =
J= 1E

= / odp+ e[ 2u(K) +supp + €]
RN

Ma é anche I(—¢) < [ [—¢] du, e quindi I(¢) = [ p dpu.
RN
NOTA. Esattamente come per la misura di Lebesgue si vede che
VE  boreliano w(E)=sup{u(K): KCE, K compatto}

Ci6 comporta 'unicita di u:

se l(¢) = [pdv = [@du Ve € Co(RY), allora, dato un compatto K e preso
un aperto € contenente K e tale che v(K)+e€ > v(f2), e presa una ¢ € Co(RY) tale
che 0 < p <1, suppp CQ,p=1su K siha

(K /dp</<pdu—l /du<1/Q)<y(K)+e
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Convergenza debole e compattezza per misure di Radon

Definizione.  Siano  p, misure di Radon in RY.  Diremo che

fn — o (converge debolmente a 1) se / odu, — / odp Vo € Co(RY)
RN RN

Esempio. (i) Siano 0 < f,, f, € L*RY), wn(F) := [ fudx, FE bore-
B
liano. Allora o = & [ fooodr — [ odu, Vo€ Co(RN).
RN RN

(i) Sia feCPMRY), [Ifl=1, folx):=nVf(nx)|, p.(E):= Rjj’v fndz.
Allora  p, — 6y, ove y(E)=1se0€Fed(E)=1se0¢FE.

Teorema Siano p, misure di Radon tali che sup,, p,(Br) < +oo YR. Allora
Ing, s o, =k H
Prova. Dal Teorema di approssimazione di Weierstrass segue che esiste un
insieme numerabile D C C§°(RY) tale che
Vo € Co(RY), 3IR>0, 3o, € DNCy(Br) taleche [, —@lloc —n0
Dall’ipotesi segue che Vo € Co(RY), sup,, |Rj]’V edu,] < 4oo e

quindi 'argomento diagonale di Cantor assicura che

Ay, = Up) = lillcrn / © dfin, esiste finito Vo €< D >
RN

e, ovviamente, [ é lineare e positivo e quindi
VR>0, 3ep: o)l < crllollo Vo€ Co(Br)

Ci6 implica che, se on € Co(Br) N < D >, |on— ¢@lloc —=n 0 allora
lim, [(p,)  esiste finito e dipende solo da ¢, ovvero [ si estende a un funzionale
lineare e positivo su Co(RY). In virtti del Teorema di Riesz esiste una misura di
Radon p tale che

l(w)zfsodu = li]gn/ ¢ dpn, Yo €< D>
RN RN

Da cié segue facilmente che la convergenza ha infatti luogo su tutto Co(RY).
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Esercizi e problemi 6

Esercizio 1.  Provare che [>° non ¢ separabile.
Trovare una successione [, € (I°°)  limitata, che non ha estratte  debole*

convergenti.
Esercizio 2. Sia ¢ = {rel®: x(j) —;0}.

(i) Provare che ¢y ¢ sottospazio lineare chiuso di [*® e che

Ya €10*, da, €cy: a, " a
(non é in particolare vero che  z,, € C'C[*®  chiuso e convesso,
T, ="z in [* = xe€l).

(ii) Sia h € I'.  Posto  I(z) := [yha=,;h(j) x(j) Vz €c, provare
che Lh:=1, ¢éuna isometria lineare suriettiva di ' su (¢p) (I' é il duale
di ¢g...ma cq non ¢ il duale di ['!).

(iii) Mostrare con un esempio che non tutte le successioni limitate in ¢y hanno
estratte debolmente convergenti.

Esercizio 3. Provare che
1
T, €L, xp—prxr = |r,—z|1 —n0
Esercizio 4.  Sia f misurabile. Provare che

() suppoIfly < +00 = feL*
(i) feL'nL* = fell Vp>1lelfl,— Ifll
Esercizio 5. Sial(¢) = [ ¢ dv, v misura di Radon.

RN

Supponiamo che [ si prolunghi a tutto L>(RY, dz) in un funzionale della forma

[ ¢ fdx con fe LYRY).
RN

Provare che v é assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.

64



CENNI DI SOLUZIONI

Esercizio 1. Sia A:={x:N — {0,1} } =2N.  Come noto, A non ¢
numerabile (ha la potenza del continuo). Siccome

esiste in [* una famiglia non numerabile di palle disgiunte: =~ un insieme denso in
[, dovendo intersecare ciascuna di tali palle, non pué dunque essere numerabile.

Sia  l,(z) :=z(n) Veel® E

|ln(2)] = |z(n)| < suplz(f)] = [lzflc e quindi ]} =1
J

(infatti, se  e,(j):==0 se j#n e eu(n):=1, allora I,(e,) =1).

Siccome I, —=*1 & z(ng) = b, (z) — () implica, in particolare,
che  x(ny) converge, tale [ non pué esistere perché, quale che sia la selezione
ny esiste una successione limitata = tale che la kK — x(ny) non converga.

Esercizio 2. (i)  Chiaramente,

zn(j) —; 0 Vn, suplr,(j) —z(j)] -0 =
J

() < 20) —z() +lza()] < 2e
se n = n, é abbastanza grande e j > j(n.), ovverox € ¢y e quindi ¢g é chiuso in [*.
Ricordiamo qui che, pensato N munito della misura che conta, i corrispondenti

L? si indicano [P, In particolare, [ ¢ il duale di I*:

Vhel®, Ix) ::/ he=Y h(j)a(j) Veel', e Lh:=l,
N et
¢ isometria lineare suriettiva di ~ [* su (I'). Esempio:  se
b = X{1,.m}, bn€co e l(z):=[gbooz =3 z(j) Vo el. Siha
j=1

I, () —n % z(j) = Jnx =l ovvero b, —=* xn ¢ ¢p. Pid in generale,
j=1

Yae N eposto a,:=ab, ,risulta

lon(2) = 3 2l7) n) = Y 2() a) =0 3 () i) = le) Vo e 1



ovvero a, —* a in [*.

(i) Se, per h €', Lh := 1, In(z) == >X;h(j) #(j), Lh é fun-

zionale lineare e continuo su [* e quindi anche su ¢g con  ||l|| = ||h||i  perché
h(z)] < ||zllee 25 |R(5)| e, viceversa, posto  ,(j) := sign h(j) by(j)  risulta
Tn € ¢y, ||Tnlloo =1 e quindi Wl = Wz, = o1 |h(j)| Vn .
Suriettivita di L. Sia | € (o) e, posto e, == X} € co, sia
h:=(l(e;))jen. Intanto, hel’, perché i |h(7)| =
j=1
(X sign h(j)e;) < I 11> sign h(j) ejll < Il = Z RG] < [l < o0
j=1 j=1
Infine |x — by xl|oo = sup |z(j)] =0 0 Vz € ¢ =
j>n+1
I(x )—hml (x by) —hmz =Y x(j) U(ej) = lp(z)
=1 7=1

(iii) Comein (ii): by := xq1,..n} =" XN € Co. In particolare, l, (e;) —n 1 Vj.

.....

Esercizio 3.  Per assurdo (passando eventualmente ad una sottosuccessione)

dz, = 0in ' tale che |lx,|i >d >0, e quindi, sostituendo z, con TR

Jr, =0 con Jz,|i=1 VneN

Da z, =0 ovvero Y. 2,(j)a(j) »»0 Va€l>® segue, prendendo a = xy;,
J

zp(i) =, 0 VieN

Quindi, per ogni fissato  m € N, Y |z ()| >3 Yn>n,
j>m
l
Siano poi  k; <l;  tali che 21]:6 lz1(5)] > 2.
J=R1
Detto n; = 1, sia ny tale che se ky > [; ed I3 > ko é abbastanza grande risulti
lo 3
Jj=ko
Iterando, si costruisce una sottosuccessione =z,  tale che, se  k; > 1,4 ed
[; é abbastanza grande risulti
. l . 3 . 1
Vie N: Sz (4)] > = equindi > |z, () + D ()] < =
i 4 e 4
J=Ri i<ki 7>
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Se a(j) = sign x,,(j) Vj=ki,...,l;, ¢ a€l®equindi };z,(j)a(j) —: 0

mentre Zmn(j) Zk 20, ()] = | D2 2 ()] 4+ D [#n,(5)]

j<k; 7>

contraddizione.
Esercizio 4. (i) Sia  p({z: |f(x)]>c})>0. Allora

sup([1F)F 2 ([ )Rz enlfe (f@)| 2 eh)p = su( [ 177)7 >

p>1 (z)|>c} p>1

\ =
Jun

3=

3=

>climswpp({e:  |f@)|>c)i=c = p{e: |f@)]>c) =0

p—-+oo

e quindi || flloo < supys, (J[f17)7

=

se ¢ > supps ([ [f]7)
i p>1 = JIP=TU P <A 15T
S L <IFI I = fim sup [[f]l, < [ £ls

p—+00

Poi, c¢<|flle = wu({x: |f(z)]>c}) >0 edallora

1 .. ..
1fllp 2 e p{a = |f(@)] 2 e})r = liminf[|f], > c = lminf[|f], > [ f]o

Esercizio 5. ()= [ @dv, peCPRYN) &
RN

funzionale lineare e continuo su Co(RY), sottospazio lineare di L>=(RY, dz)

(dz indichi la misura di Lebesgue in RY; notiamo che nella classe delle funzioni
uguali q.o. a una ¢ € C*(RY), ¢ é I'unico rappresentante continuo).

Per Hahn-Banach, [ ha un prolungamento lineare e continuo su tutto L>(RY, dz).

Supponiamo esista g € L' . I(f) = [gf, Vf e L. Allora, se E
boreliano di misura (di Lebesgue) nulla, si ha che

Xe ¢ limite q.o. di una successione @, € Co(RY), con xp < p,(z) <1 Var

e quindi
l(¢ﬂ>:/90ng_>n/XEg:0

(per il Teorema di Lebesgue ). Cié implica

/xEduémn/wndVZmnl(wn)Zhﬁnfwngzo
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