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f(x,y) = wel 7wV
Sia g(z,y) =2* — 22 +y?> =0
Vi@, y) = ((1—222)e' ="V 2yel—2*~v")
Vg(z,y) = (43 — 22,2y) = (22(22% — 1),2y). L’unico punto di C in cui
Vg(z,y) si annulla ¢ il punto (0,0). Per il teorema dei moltiplicatori di
Lagrange in un punto di massimo o minimo (diverso da (0,0) ) della funzione
f su C si deve avere V f(z,y) = AVg(z,y),. Risolviamo dunque il sistema
(1 — 222)el 2" +v* = 22\ (222 — 1)
2Iy61_$2+y2 =2\y
ot 2?4942 =0
-Se x = i% allora dall’ equazione di C' si ricava che y = i%
-Se y = 0 dall’equazione di C si ricava che t =0V z = +1
el=o = 2z
Sey#£0ex # :t% otteniamo il sistema { gel=7°+v* = ) Le prime
ot -2+ =0
due equazioni sono pero incompatibili dunque in questo caso il sistema non
ha soluzioni
I possibil punti stazionari di f su C sono quindi (0,0), (£1,0), (-, £3) e

(~Z D) "

\/57 2 3 3

_ — A1y 1 g 1 41y 1.3

f(0,0) =0, f(£1,0) = £1, f(\g/§>i2)—\/§e47f( \/57:&23)_ \/564
Dunque il massimo di f e %61 mentre il minimo & —%61

f(.f, y) = min{xy2 -, 0}

Notiamo che f < 0 e che ci sono dei punti di A in cui vale 0 quindi 0 ¢ il

massimo di f.

Studiando il segno di 2y? — z si vede che in A la funzione f vale 0 se x < 0

dunque ci basta studiare f nell'insieme A; = {(z,y) | 22 +4y? = 4, = > 0}
y?—1=2\z

2zy = 8y
2?2+ 4y’ =4
-Se y = 0 allora x = +2
y?—1=2\z
-se y # 0 allora ¢ = =4\ Dalla seconda equazione ricaviamo che
22+ 4y? =4
A = 7 e dunque sostituendo nella prima troviamo y?—1 = % cioe 2% =



Esercizio 3

Esercizio 4

Esercizio 5

2% — 2. Sostituendo nell’equazione del vincolo otteniamo 6y% = 6 = y = £1
e dunque z = 0. L’unica soluzione del sistema all’interno dell’insieme A; &
(2,0)

f(2,0) = —2 dunque il massimo di f in A ¢ 0 mentre il minimo ¢ —2

f(z,y,2z) = 522 + 3y% + 222

Vi(x,y,z) = (10z,6y,4z)

Non ci sono punti stazionari di f nell’ interno di A quindi basta studiare la
funzione f su OA = A3 U As dove Ay = {(2,9,2) |0 < z=1—-22—9*} e
Ag = {(:E,y,O) | z? +y2 < 1}

Cerchiamo i punti critici di f su Aj. Sia g(x,9,2) = 22 + 9> + 2z — 1.

102 = 2)\x
Vg(z,y,z) = (2z,2y,1). Risolviamo il sistema 161?: i i)\y

4+ +z=1
-Se zy # 0 le prime due equazioni non sono compatibili

6y = 2y
-Se x = 0 otteniamo che ¢ 4z =\ Dalla prima equazione otteniamo
Vrz=1

che y =0V A= 3. Se y =0 dall’ ultima equazione ricaviamo che z = 1. se
invece A = 3 avremo che z = % ey = i%.
-Se x # 0 allora necessariamente y = 0 e A = 5 quindi z = g ma in questo
caso si dovebbe avere z2 + % = 1 quindi non ci sono soluzioni
Le soluzioni del sistema sono dunque (0,0, 1), (0, :I:%, %)
Cerchiamo ora i punti critici su As.
Notiamo che f(z,y,0) = 522 + 3y = h(z,y) dunque dobbiamo studiare la
funzione h nell’insieme 22 +y? < 1. Vh(z,y) = (10z,6y) = (0,0) & (2,y) =
10z = 2X\x
(0,0). Cerchiamo ora le soluzioni del sistema ¢ 6y = 2\y
242 =1
-Se z = 0 otteniamo y = +1
-Se y = 0 otteniamo =z = £1
-Se xy # 0 abbiamo un sistema che non ha soluzioni
Riassumendo possiamo dire che i possibili punti critici di f sono
(0,0,0), (£1,0,0),(0,£1,0)(0,0,1), (0, %, %)
£(0,0,0) =0, f(£1,0,0) =5, f(0,£1,0) =3, £(0,0,1) =2, f(0,£3,2) =
%5. Dunque il massimo di f su A & 5 mentre il minimo & 0

fx,y,2) = 2%y® — 2?y?2°

Notiamo che f(x,y,z) = 22y*(1 — 2%) > 0 e che f(0,0,0) = 0 dunque f ha
un minimo.

f perd non ha un massimo percheé ad esempio Vn € N si ha che (n,n,0) € A
e f(n,n,0) =n*"== 400

a) Sia fi(z,y,2) = x +y + 22. Notiamo che V fi(z,y, z) = (1,1,2z) dunque
f1 non ammette punti critici interni a D. Cerchiamo dunque i punti critici
sul bordo di D.. 9Dy = {AU B} dove A = {(z,y,2)|z? + y* + 2% =
L,x > 0} e B = {(0,y,2)|y? + 22 < 1}. Per cercare i punti critici su A
possiamo utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange risolvendo il
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1=2\x
1=2\y

2z =2)\z

2+ y2 +22=1
Dalle prime due equazioni otteniamo x = y mentre dalla terza si ricava che
z=0VvA=1.

Se z = 0 allora nell’ ultima equazione otteniamo 22> =1 =2 =y = %

Se invece A\ = 1 otteniamo che x = y = l ez = :l:%. Le soluzioni del

sistema,

sistema che stanno in A sono quindi (7 7 0) e (3,5, i%)
Cerchiamo ora i possibili punti cr1t1c isu B.

Notiamo che f1(0,y,2) = y + 22 = g(y,z) dunque dobbiamo studiare la
funzione g sul disco y? + 22 < 1.

Vg = (1,2z) dunque g non ha massimi e minimi interni al disco. Per cercare

1=2\y
i punti critici sul bordo del disco risolviamo il sistema ¢ 2z = 2Az Dalla
2,2 _
y +z7=1
seconda equazione ricaviamo che z = 0V A = 1. Se z = 0 allora y = +1

mentre se A = 1 otteniamo che y = % ez = :l:@.

Riassumendo i punti critici di f sono (%,%,O),(%,%,i%),(o,il,()) e
(0.3 %)

il 5.0 =v2 ik L 2L =4 A(0,41,0) = 41, £1(0,3,4) = &
Dunque il massimo di f; su Dy e g mentre il minimo ¢ —1

b) Sia fao(x,y,2) = 22 + y? + 2% notiamo che su D_ si hache 0 < fo < 1e
che f(0,0,0) =0e f(—1,0,0) = 1 dunque il massimo di f su D_ ¢ 1 mentre
il minimo e 0.

¢) Notiamo che per > 0 si ha f = frecheperz <0siha f=fy. In
particolare siccome —1 < f; < 5 e 0 < fg <1 avremo che —1 < f< 3

Inoltre abbiamo che f(3, ;,i s) = fid, i, 7) 3 quindi 3 &1l mas&mo

di f su D ed & assunto nei punti (3, 3, 7) Notlamo inoltre che VYn € N
si ha che (2, -1+ 1,0) € D e che f(TIL, 10)=2-1""% —1. Dunque —1

e 'estremo mferlore di f su D e non ¢ un m1n1m0 perche non ¢ assunto in
nessun punto.

A={(z.y) € B? |2y + sin(ay) > 7} f(,y) = s

a) A non & compatto percheé non ¢ limitato infatti ad esempio Vn € N
con n < 4 la successione P, = (n,1) & contenuta in A (perche siccome
g(t) = t+ 3sint & monotona n+ 1sinn > 4+ 3sind = g(4) > g(r) =7 )
ed & una successione non limitata. (Si poteva anche far vedere che A non ¢

chiuso)

1
b) lim ———5=0
|(zy)[ =00 2 + Y

¢) Notiamo che f > 0 e chef(n,1) = 5
f & strettamonte positiva quindi 0 non € un massimo.

Notiamo inoltre che se (z,y) € A si ha che g(zy) > 7 =g(n) e quindi siccone
g(t) € nonotona si deve avere zy > . ma allora f(z,y) = < 5

"% 0 dunque ir}‘f f =0. Inoltre

2-I—yz’g%cy
Inoltre Vn € N si ha che (y/m + 1, /pi) € Ae f( 7r—|—ﬁ,\ﬁ):2ﬂ+l i

1
%. Quindi si ha che sup f = o e anche in questo caso non si tratta di un
A ™



massimo.

Esercizio 7 f(z,y,z) = xyz

Sia g(z,y,2) =22 +y?> +42°> — 4

Vi(z,y,2) = (yz,xz,2y)

Vy(z,y,2) = (2z,2y,82)

L’unico punto in cui V f si annulla & il punto (0,0,0) che perd non & interno
all’insieme A dunque non ci sono punti stazionari di f all’interno di A cer-
chamo dunque i punti di massimo e minimo di f sul bordo di A 04 = A1UA,
dove Ay = {(z,y,2)|2* + y* +42%,y < 2} e Ay = {(z,y,y)[2* + 5y* < 4}.

yz =2z
. . . . Tz = 2\y
Cerchamo i punti critici su A; risolvendo il sistema
xy = 8Az
224+ y? 4422 =4
yz =10
. o 0=2\y . . .
-Se & = 0 abbiamo il sistema 0= 8\s Dalla prima equazione si ri-
y? +422 =4
cava che y =0V z = 0. Se y = 0 allora z = +1 mentre se z = 0 otteniamo
che y = £2
0=2\x
. oo zz =0 . .
-Se y = 0 otteniamo il sistema 0 = 8z da cui otteniamo che x =0
22 4+422 =4
e z==1 oppure che z=0e z = +2
0=2\x
-Se z = 0 abbiamo gy_jf\)y dacuiox=0ey==x2oppurey=0e
2?2 +y? =4
r =42
-Se xyz # 0 dalle prime due equazioni otteniamo ¥ = 22 = 32, =

T
2z = 22 = 2. Inoltre dalla prima e dalla terza equazione ryicaviamo che
42 = 2 = dyz? = 2%y = 2% = y? = 42°. sostituendo nella terza equazione
si ottiene che 1222 =4 = 2z = i%
Le soluzioni del sistema sono quindi i punti (0,0 £ 1), (0, £2,0), (£2,0,0),

(i%, %, %) Tra questi punti solamente (0,0,1), (0, —2,0), (£2,0,0),
(j:%, %, %), (j:%, —%,i%) si trovano in A

Cerchiamo ora i possibili punti di massimo su A,. Notiamo che f(z,y,y) =
ry? = h(z,y) dunque studiare f su Ay & equivalente a studiare h sull’ ellisse
2 + 5y% < 4.
Vh(z,y) = (y?,2zy). Notiamo che tutti i punti (z,0) con |z| < 2 sono punti
critici di h. Cerchiamo i punti critici di & sulla curva 22 + 532 = 4.

y? =2z

2zy = 10y

x2+5y2 =4
-Se y = 0 otteniamo =z = +2

-Se y # 0 otteniamo A = £ = y? = %xz. Sostituendo nell’ ultima equazione
2?2+ 2% =4 = 2% = % =T = :t% ey = i,/%. Riassumendo i possibili
punti di massimo o minimimo per f su A sono (0,0, 1), (0, —2,0), (£2,0,0), (:I:%, %, %)
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(i%7_%ai%) ( 7 \/% \/ %)e(i%7_\/1§7_\/ %)eipunti (‘T’O)O)

co |z| <2

f(001)—f( - )—f(0i20)—f(x00)—0f(( 11 1) =
f:t23, 1/ 5, w/ \/5,\/ 5,\/ :|:15fDunque11mas—

simo d1 fsu Aé —2- mentre 11 minimo ¢ —2~

15\f 15\/

F:R3 — R? F(z,y1,y2) = (e¥* cosyy + (y2 + 1) sinz — 1,1 —log(e + z) +
y2 + y1 arctan(1l — e¥?))
. OF
Notiamo che F'(0,0,0) = (0,0) e che 0
Y
in particolare

OF
a—(O, 0,0) = ( (1] (1) > che & una matrice invertibile con inversa

T (gF(oom)l:(é (1)>

dunque per il teorema della funzione implicita in un intorno del punto (0, 0, 0)
e definita una funzione g con le proprieta che stiamo cercando. Per stimare

i raggi r e p imponiamo le condizioni sup |F(z,0,0)| < P e
B, (0) AT [|oo
OF 1
sup 1-— TH < -
B(0)x B, (0,0) 0y |l — 4

|F'(2,0,0)] = |(sinz,log(e + x)). Ma |sinz| <z <re

1 xX
|log(e +t)| = / ——dt| < / 1dt| = |z| < r dunque |F(z,0,0)| < v/2r.
o € +1 0

pertanto se vogliamo che sup |F(z,0,0)| < P possiamo prendere r < —£2-.

B,(0) 4 42

1—e¥ cosy; + €Y' sin —sinz
Inoltre ||Id — TH u Yy y1ev2
— arctan (1 —eY ) Tr(l—ev2)? -

Ma |1 — e¥ cosy; + €Y' siny;| < |1 — e¥t cosyr| + eyl|siny1| < |1 —e¥| 4+
eVt |1 — cosyi| +3ly1| < 3lyi| + 3|y +3ly| < Pl < Fp

|sinz| < |z| <r

|arctan(1l — e¥2)| < |1 — e¥2| < 3|ya| < 3p

|%| < |yre?| < 3ly1| < 3p

Quindi

Id — T H 15 5 p- Pertanto se vogliamo che sup
B, (0)xB,(0,0)

possiamo prendere p < - 3per<g

s\b

( e¥l cosy; — e¥siny; sinx

arctan (1 — e¥?) 1+ %

)



