Esercizio 1

Universita di Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

AM3 Soluzioni Tutorato 2

A.A. 2007-2008
Docente: Prof. P. Esposito
Tutori: G. Mancini, D. Piras
Tutorato 2 del 26 Febbraio 2008

1. F(x,y) = 1 —¢Y +sinz in (0,0) F & una funzione di classe C* tale

che F(0,0) =0 e 8—F(O 0) = —€’|(o0) = —1 # 0 dunque per il teo-
rema della funzione implicita 3r, p > 0 tali che sup |F(z,0)| < QHK;H
Br(0)
OF 1
e sup 1-T— ( dove T = (%—F)_l ) e per tali 7 e p
B, (0)% B, (0) dy Y

dg : B,(0) — B,(0) tale che in un intorno del punto (0,0) l'insieme
{F =0} ¢ il grafico di g. Stimiamo ora i raggi r e p

|F'(z,0)] = |sin $| < |z| < r quindi se vogliamo avere che

P oF
sup |F(z,0)| < = si deve prendere r < £. Inoltre |1+ ’ =
B, (0) 2HTll 2 dy

- OF 1
|1 — Y| <3|y| < 3p quindi per avere  sup 1- — si deve
B, (0)% B, (0) Jy

prendere p < 1. Dunque possiamo prendere p = % e r < -

Calcoliamo ora lo sviluppo in serie di Taylor di g. Sappiamo che
F(z,g(z)) =1 — e9®) 4 sinz; Derivando rispetto ad z otteniamo che
—e9@) g (x) + cosx = 0

da cui —¢’(0) + 1 = 0 = ¢/(0) = 1. Derivando ulteriormente la re-
lazione precedente otteniamo che —e9) ¢/ ()2 — e9(®) g (z) — sinz = 0
da cui si ricava —1 — ¢”(0) = 0 = ¢"(0) = —1.

Lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g attorno a 0 sara dunque

g(x) =x — 5:):2 + o(x?)

. F(z,y) = ¥ — cosx + log(1 + 2%32) in (0,0)

F ¢ di classe C! ed & tale che F(0,0) =0 e aF(O 0) =eV+ 55—~ 1+ y \(0’0) =
1 # 0 dunque per il teorema della funzione 1mphc1ta I'insieme {F = 0}
¢ il grafico di una funzione y = g(x). Stimiamo i raggi r e p degli intorni
in cui & definita g.

1 1
|F(z,0)] = |1 —cosz| < 2% 2< 57"2 quindi se vogliamo avere che
;u(p) |F(x,0)] < 2‘&” g (nel nostro caso T = 1) si deve prendere
OF 21
%r2§§:>7“§\/ﬁ.lnoltre 1—6':‘1—6?4—1_:;33/2_

222 .
I1—eY + 1—%36‘%2 < 3ly| +222|y| < 3p+2p* <5p (se p < 1) quindi

per avere



oF

1
sup 1-T— — si deve prendere p < . Dunque possiamo
B, (0)x B, (0) Oy
1

_ 1 _1
prendere ad esempio p = ;5 e 17 < i

Calcoliamo ora lo sviluppo in serie di Taylor di g. Sappiamo che
F(z,g(x)) = e9®) — cosz + log(1 + %g(z)?) = 0. Derivando rispetto
22g(x)?+29(2)g’ (z)2?
14+22g(x)?
colando in 0 ricaviamo ¢'(0) = 0. Derivando nuovamente si ottiene che

eg(x)g’(x)2 + eg(ﬂﬁ)g”(x) 1 cosz + 2g(x)2+4wg(x)g/(fclzgc;(gx’)(gﬁ+9629(x)g”(w) _

A i da cui ¢(0) +1 = 0 = ¢(0) = ~1. Quind

g(z) = —32% + o(2?)

. F(z,y) = xsin(y —siny) + y + logz in (1,0)

F & di classe C! in un intorno di (1,0) ed & tale che F(1,0) = 0 e
%—5(1,0) = zcos(y — siny)(1l — cosy) + 110y = 1 # 0 dunque per il
teorema della funzione implicita I'insieme {F' = 0} e il grafico di una
funzione y = g(x). Inoltre T'= 1. Stimiamo i raggi r e p degli intorni
in cui ¢ definita g. Se |z — 1| < 3 si ha

|F(x,0)] = [logz| = |log(1 + (z — 1))| < 2|x — 1] < 2r quindi se voglia-

mo avere che sup |F(z,0)| < = 2 si deve prendere r < §
B, (1) 2|7 2

ad z si ottiene che e9®) ¢/ () +sinz + = 0 quindi cal-

Inoltre

OF
1— ' = |1 —zcos(y —siny)(l —cosy) — 1] <

3

3 5
< |z cos(y —siny)(l — cosy)| < f|1 —cosy| < 4y p? quindi per

OF
avere sup
Br(1)xB,(0 dy

Dunquep—\/>er< \[

Inoltre F(z,g(z)) = xsin(g — smg) +g+logz =0=sin(g —sing) +
xcos(g —sing)(1 —cosg)g + ¢’ + = =0 e dunque per x = 1 otteniamo
J(1)+1=0=¢(1) = -1 Derivando nuovamente cos(g — sing)(1 —
cos g)g' + cos(g — sing)(1 — cosg)g’ — xsin(g — sing)(1 — cos g)%g"? +
x cos(g —sin g) sin gg'2 +z cos(g —sin g)(1 —cos g)g” —|—g” 1 =0dacui
¢"(1)=1=0= g¢"(1) = 1 quindi g(z) = —(z—1)+3(z—1)*+o((x—1)?)
. F(x1,72,y) = y* + cos(x122) — 2 in (0,0, 1)

F & di classe C! ed & tale che F(0,0,1) =0 e %—Z(0,0, 1) = 2ylo0,1) =
2 # 0 dunque per il teorema della funzione implicita I'insieme {F = 0}
¢ il grafico di una funzione y = g(z). T = %—571 = % Stimiamo i raggi
r e p degli intorni in cui e definita g.

..;;

1—

1
< — si deve prendere 3 3p? < 2 =p < \[

1 1 1 1
|F (%1, w2, 1)| = | cos(z132) — 1| < 533%33% < 5(95% +a3)” < 57“4 < 35T
(se r < 1) quindi se vogliamo avere che sup |F(x1,x2,1)| < P p
B,(0,0) 2|7
si deve prendere r < 2p
10F -
Inoltre |1 — 20y |~ = |1 — y| < p quindi per avere
1
sup 1-— T‘ < — si deve prendere p < % Dunque p = % e
B (0,0)x By (1) 2
r<1.

Troviamo ora lo sviluppo di g. Sappiamo che F(z1,z2,9(z1,22)) =



0 = g% + cos(z122) — 2 Derivando rispetto ad x; si ottiene che 2gg,, —
xosin(xixy) Calolando in (0,0) si ottiene che g,, (0,0) = 0 Allo stesso
modo derivando rispetto ad z si ottiene che 2¢gg,, — 1 sin(z1z2) da cui
otteniamo g¢,,(0,0) = 0. Derivando in tutti i possibili modi le relazioni
precedenti otteniamo che
20219y + 29921, — 5 cos(x172) = 0
292,921 + 299212, — Sin(a:le) — 11722 COS(‘T1$2> =0
20229y + 29950 — 7 COS(172) = 0
Calcolando in (0,0) si ottiene che gz,4,(0,0) = 0 = ¢4,2,(0,0) =
Gry25(0,0) quindi g(z1,22) = 1+ o(2? + z2)

5. F(x1,x9,y) = sin(yxi1x2 + my) + arctan zyxo in (0,0,0)
F & di classe C! ed & tale che F(0,0,0) = 0 e %—5(0,0,0) = (122 +
) cos(yz172 + 7Y)|(0,0,0) = ™ # 0 dunque per il teorema della funzione
implicita l'insieme {F = 0} & il grafico di una funzione y = g(x).
Stimiaﬂno1 i raggi r e p degli intorni in cui ¢ definita g. Poniamo
A N

Oy G
1 1
|F(x1,22,0)| = |arctan(z1ze)| < |z122| < i(x% +23) < 57"2 quindi se
vogliamo avere che sup |F(x1,x2,0)| < P _ TP deve prendere
B,(0,0) 2|T| 2

%7’2 < & = r < /mp. Inoltre

10F 1
11— ——| = |1 - —x1z9c08(yz122 + TY) — cos(yx1x2 + TY)| <

w0y T

1 1
|1 — cos(yzixa + my)| + ;|x1x2|] cos(yxizo + my)| < §y2(7r + x1x2)2+

1 1 1 1 17
+o—(27 +23) <8P + —1r* <8’ + —mp < 8p+p=—p
27 2 aF27r ) 2 2
quindi per avere sup 1 —T—| < = possiamo prendere p < 1—17
B (0,0)x B, (0) dy |~ 2

Dunque possiamo prendere p = %7 er <./{s
Troviamo ora lo sviluppo di g. F(z1,x2, g(x1,22)) = sin(g(x1z9+7)) +
arctan x1x2 = 0 Derivando rispetto ad x; ed x2 otteniamo che

cos(g(z122 + 7)) (g, (2172 + ) + g22) + H’Zﬁ =0
cos(g(z122 + 7)) (gay (T122 +7) + g21) + 1;;% = 0 Da cui si ricava che

921 (0,0) = g4,(0,0) = 0 Derivando ulteriormente si ottiene che
—sin(g(@122+7)) (g2, (2122 47) +gw2)* +008(g(2122+7)) (9100 (@122 +

2
7T) + 291;1.’132) - % =0
= sin(g(@1024)) (g, (£12247) +972) (9o, (1224 T) +921) +c0s(g (21 72+
ﬂ)(gl‘lxg(xl-rZ + 7T) + gwlml + 9x2$2 + g) + (114::721;22)2 == 0

12

—sin(g(z122 1)) (gay (2122 +7) +g21)* +cos(g(2122 7)) (gaoas (T122+

3
) + 2¢2,%1) L

o (14z323)2
Da cui si ricava che gz,2,(0,0) = ¢4,2,(0,0) = 0 e ¢4,2,(0,0) = %
Dunque g(z1,z2) = —%xlmg + o(x? + z2)

Esercizio 2 F(z,y) = 2% —sin®2 Notiamo che F & di classe C' e che VF(z,y) =
(—3sin® x cosz,12y°). F(0,0) = 0 e VF(0,0) = (0,0) quindi non si puo
usare il teorema della funzione implicita. Notiamo che intorno a (0,0)
215 32 =0 = z = arcsin(v/2y?) quindi l'insieme {F = 0} & almeno
localmente il grafico di una funzione di classe C!

— sin



Esercizio 3 F(z,y) =y* — 2>+
VF(z,y) = (1 — 22,4y%) = (0,0) & (z,y) = (3,0)
F (%,O) = i. Per ¢ # i la curva I', non contiene punti in cui il gradiente
di F si annulla e quindi € localmente un grafico cartesiano. Cerchiamo di

disegnare I'. al variare di ¢

Y-l +r=ceoy=tval—z+c

-Se ¢ = i abbiamo che y = +{/22 —z + i =14/ }x — %’ Notiamo in parti-

colare che I'; ha un nodo e quindi non € una curva regolare
4

1.5

1

-Se ¢ > i abbiamo che 22 — z + ¢ > 0Vz. in questo caso la funzione
Va2 —x+ % ¢ definita per ogni valore di x e quindi I', & composta da due

curve regolari disgiunte

1.5

1




Esercizio 4 F(z,y) = (23 + z, arctany — ¢*")

Esercizio 5 Sia A € Mat(nxm) Va € R™ tale che |z| < 1 si ha che |Az|> =

i

1. Per dimostrare che F ¢ invertibile mostriamo che F' ¢ iniettiva
2
F(z,y) = F(z',y) = 23 + 2 = 2" + 2/ Aarctany — e = arctany’ — ”

:>x::c'/\y:y’

322 +1 0 322 +1
. JF = = det JF === 40D
(1"’ y) ( —2$€x2 1+1y2 ) € (I‘, y) 1 + y2 7é unque

f ¢ una funzione iniettiva (invertibile) di classe C! e JF & una matrice
invertibile quindi F~! & di classe C*! in F(R?)

_1 z?
. Sappiamo che JF~ (F(x,y)) = (JF(z,y))"" = ( i )

0 32?+1
In particolare nel punto (0, —1) = F(0,0) avremo che

JF10, —1) = (JF(0,0))"! ( . ; >

> (A)f

=1
2 2 1 1
m n m m n 2 n 2
a;;x; \a x| < aZ; z?
R LV Rt} — 1) J
=1 \j=1 i=1 i=1 j=1 j=1

n

= i > al Zx < iiafj < izn: | A|2, = nm||A||% quindi

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

|Ax] < vn HA||OO P01Ché questo ¢ vero Vx € R™ con |z| < 1 si ha che
Al < vam| Al

Esercizio 6 I'(z,y1,y2) = ((x + 1) arctan yi, ™' sin 2ys + cos(§ + 1))

Dobbiamo cercare r e p in modo tale che sup |F(z,0,0)| < P
B,(0) 2|7l
sup 1- T — H < —. Per 'esercizio precedente ci basta prendere r e
B, (0)x B,(0,0)
OF 1
p in modo tale che sup |F(x,0,0)| < _P__. sup ’1 — TH <=
B.(0) T loo B, (0)x B,(0,0) 0 llos ~ 4
OF = 0
F(0,0,0) = (0,0) e — = Ly} in particolare
Oy —e Ygin2y, 2e Yl cosys

oF
dy

1
(0,0,0) = ( 0 (2) > che € una matrice invertibile con inversa

7= (500 o>)_1= (o)) (mla=1

|F'(z,0,0)] = (0, cos(2 +z))| = \(:os(7T +z)| = |sinz| < |z| <r quindi se

vogliamo sup |F(z,0,0)| <

1Hd—T % o =

p
B, (0) T AT 4

(5 1)~ (1 ) B
0 1 0 —e sm2y2 2e Y1 cos yo -

possiamo prendere r < . Inoltre

= O

_ ac+1
1 1—&-y1
—%e Y1sin2ys 1 —e Y cosys

/2



2_
1- 2 < <yl +lal <p+r<p+ b =T
| g€~ sin2yn| < 3ly2| < 3p

[1—e ¥ cosya| < [1—e ¥ [+e ¥ |1 —cosya| < 3lyr|+3|y2l” < 3p+3y2 < §p

Quindi ||[Id — T%—i”oo < 9 Possiamo quindi prendere p = %8 er< 7—12




