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Esercizio 1 f(z,y) = x? + y Vogliamo cercare il massimo e il minimo della funzione
nell'insieme A = {(cost,sint)|t € [0,27]}. Per far questo basta studiare la
funzione g(t) = f(cost,sint) = cos®t + sint nell’ intervallo [0, 27]

g'(t) = —2sintcost + cost = cost(l — 2sin(t)). Notiamo che ¢'(t) = 0 <
cost = 0 Vsint = % &t =3, %ﬁ, o 271’ Il massimo e il minimo di ¢ si
potrebbero avere anche per t = 0, 27.
Notiamo che g(0) = 1 = g(27), g(§) = 1, 9(37) = —1, 9(§) = 7 = 9(§n)
quindi il massimo di f ¢ % mentre il minimo ¢ —1.
Si poteva anche usare il principio dei moltiplicatori di Lagrange risolvendo
2z = 2)\x
il sistema ¢ 1= 2\y
2+ 12 =1
Dalla prima equazione si ricava che x = 0 o che A = 1. Se = 0 sostituendo
nell’ equazione del vincolo ricaviamo che y = 4+1. Se invece A = 1 dalla
seconda equazione si ricava che y = % e quindi dall’ ultima equazione si

ricava che x = :tﬁ Le soluzioni del sistema sono dunque i punti (0 +1) e
(+ L3 1). Notiamo che f(0,1) =1, f(0,—1) = —1e f(:l: 2‘ ,3) = 2 quindi

22
anche con questo metodo si ottiene che il massimo di f & 3 3 mentre 11 minimo
e —1.

Esercizio 2 f(z,y) = 2® + 2y + 4% + 1

of
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g? r+y

—— =x+8

dy Y

Per il principio dei moltiplicatori di Lagrange i punti di massimo e minimo
2r+y=2\x

di f sull’ellisse sono soluzioni del sistema ¢ = + 8y = 8\y
2+ 4y? =4

Il sistema non ha soluzione se x = 0V y = 0 dunque supponedo x,y # 0 si

ha c}ée n 48

A= x2 y_1 3 Yy — 162y + 8y? = 222 + 162y = 2 = 4y%. Sostituendo

Z Y

1
nell’ ultima equazione si ricava 83> = 4 = y = iﬁ conz? =4y = = +V2
Dungque le soluzioni sono (v/2, -1 ) (—v2,+-L )



Esercizio 3

Esercizio 4

1 1
f(\/i,ﬁ) :f(_\/i’_\ﬁ

1 1
f(\/iv_ﬁ) = f(_\/iﬁ) =4

Quindi il massimo di f € 6 e il minimo ¢ 4

fla,y) = ze” =2

) =6

0

8£ = P 4 92" €x2—2y2(1 + 22%)
g = —4xye$2 2y

Jy

Per il principio dei moltiplicatori di Lagrange i punti di massimo e minimo
e 720 (1 4 222) = 2\
di f in A sono soluzioni del sistema —41@@992*2?/2 = —2)\y
2 —y? =1
dalla seconda equazione si ottiene che y = 0 oppure 2w~ = )
Se y = 0 allora si ottiene x = +1 (e A = £3e)
Se invece 2ze® ~20” = X allora sostituendo nella prima equazione otteniamo
eI (1422%) = da?e” W = 0= "W (1-22?) = 0 = ¢ = £ 5 ma
sostituendo nell’ultima equazione otteniamo che % — 4% =1 quindi in questo
caso il sistema non ha soluzione. Dunque le uniche soluzioni del sistema sono
(1,0) e (—1,0)
Gli altri possibili punti di massimo o minimo sono i punti (—2, 4+/3)
f(1,0)=e
f(=1,0) = —e
f(=2,43) = —2¢72

Dunque il massimo di f € e mentre il minimo & —e

flay) =2+ V22 +y2 A={(z,y) eR?| 22 +27 <1}

g_2x+72:c = 2z 1—}—71
81‘ /2x2 +y2 /2.%.2 +y2
of Yy

&y~ i g

Notiamo che le derivate di f non sono mai nulle per (z,y) # (0,0) e che
nel punto (0,0) la funzione non ¢ differenziabile. L’unico possibile punto di
massimo o minimo locale interno ad A & dunque il punto (0,0). Cerchiamo
ora i possibili punti di massimo o minimo sul bordo di A risolvendo il sistema

1 —

Y —
\/m—él)\y
2 +2y% =1

1

44/ 222 +y2

Se y = 0 sostituendo nell” equazione del vincolo ricaviamo x = £1

Se A = ——— sostituendo nella prima equazione otteniamo
44/ 222 +y2

Dalla seconda equazione si ricava che y =0V A =

1
2 {1+ - T af1s——2 ) =0
V2x2 +y? 2/222 4+ y? 4/222 + y?
1

V2

Dunque i possibili punti di massimo o mininimo della funzione sono (0, 0)



Esercizio 5

Esercizio 6

Quindi il massimo di f e 1+ V2 e il minimo & 0

Dobbiamo cercare il minimo della funzione f(x,y) = 22 + y? sul vincolo

1722 + 122y + 8y? = 100 Utilizzando il metodo dei moltiplicatori di lagrange
2z = \(34x + 12y)

dobbiamo cercare le soluzioni del sistema { 2y = A(12z + 16y)

1722 + 12xy + 8y? = 100
notiamo che il sistema non ha soluzion se zy = 0 e che per xy # 0 si ha
:= 7173‘“;63/ = @ = 17zy + 6y® = 622 + 8xy = 222 — 3zy — 2% = 0.
moltipliacando questa equazione per 4 e sommandola all’ equazione 17z% +
12xy + 8y? = 100 si ottiene che 2522 = 100 = z = +2. Se x = 2 nell’
equazione 222 —3xy—2y? = 0 si ottiene che y>+3y—4 =0 = y = vy = —4.
Se invece x=-2 si ha che y? =3y —4 = 0 = y = —1Vy = 4. I possibili punti
di minimo sono quindi i punti (2, 1), (2, —4), (=2, —1),(—2,4). Notiamo che
f(2,1) = f(=2,—-1) =5¢e f(2,-4) = f(—2,4) = 20 Quindi i punti dell’
ellisse che distano meno dall’ origine sono i punti (2,1) e (—2,—1)

f(%y):m/l:{(%y)GRQ |$y§1e23:—1§y§%33+1}
g_ —2z

or  (x2 +y? +1)2

af —2y

oy (22 +y?2+1)2

Cerchiamo per prima cosa i massimi e i minimi interni ad A. Notiamo che
V f si annulla solo in (0,0) quindi I'unico punto stazionario di f nell’interno
di A & (0,0). Osserviamo che il bordo dell’ insieme ¢ unione dei tre insiemi
B = {(:c,y) |zy=1,-2<z< —%

By ={(z,y) |ly=22—-1,—3 <z <1}

By = {(z,y) |y = %:U + %, —2 <z <1}. Cerchiamo i possibili massimi e

—2x —
@y = Y
L : g Zoy
minimi su By risolvendo il sistema @ = Az
Ty =1

Sommando le prime due equazioni si ottiene che

-2

m(x +y) = Mz + y) dunque poiche in By si ha z +y # 0 otte-
i he —————— = \ e sostituendo nella pri i

niamo che RSP e sostituendo nella prima equazione

—2x —2y
@+ 212 @@ty yomaes =y
Le soluzioni del sistema sono i punti (1,1) e (=1, —1).Solamente il punto
(—1,1) si trova pero in B; Studiamo ora la funzione nell’ insieme Bs risol-

-2 _
vendo W =\
y=2xr—1

Dalle prime due equazioni si ricava che x = —2y e quindi sostituendo nell’

ultima si ricava che y = —% T = %




Esercizio 7

Esercizio 8

—2x 1 A

(z24y%+1)2 )
Infine studiamo la funzione su Bj risolvendo % =

y=3z+;
Dalle prime due equazioni ricaviamo che y = —2z e quindi dall’ultima
equazione si trova che x = —% e che y = %

Oltre ai punti che abbiamo trovato nel risolvere questi sistemi dobbiamo
tenere conto anche dei punti in cui si intersecano i vincoli cioe i punti (1, 1),

(=3, —2),(=2,—3).

f(0,0) =1

fG -3 =133 =3
f(E 1) =

f(—2’—§1) =f(-3-2) =5

Dunque il massimo di f € 1 e il minimo & %

Sia f(z,y) = 2% +y> — 2% — 2 Vf(z,y) = (32> — 2z, 3y?® — 2y) Notiamo
che f(1,1) = 0e Vf(1,1) = (1,1) # (0,0) quindi per il teorema del dini
intorno al punto (1,1) la curva 23 + y3 — 22 — y? = 0 ¢ il grafico di una
funzione y = ¢(z). Ma la retta tangente alla funzione y = ¢(z) nel punto
(1,1) &y — 1= ¢/(1)(x — 1) e per il teorema del dini ¢/(1) = —f=} = 1
quindi nel nostro caso abbiamo che y —1=1—z ovvero x +y = 2

Un altro modo per determinare ’equazione di questa retta e ricordare che
in generale ’equazione della retta ortogonale ad un vettore (a,b) e passante
per un punto (zg,yo) € a(z — o) + b(y — yo) = 0. Nel nostro caso sappiamo
che Vf(1,1) & ortogonale alla curva 22 + % — 22 — y? = 0 quindi la retta che
cerchiamo ¢ la retta perpendicolare a V f(1,1) = (1,1) e passante per (1,1)
cioe la retta (x — 1) 4+ (y — 1) = 0 che & di nuovo z +y = 2

1. Notiamo per prima cosa che 'insieme I, & non vuoto solo se z*—22—¢ <
0 per qualche valore di x e questo si ha solo per ¢ > —i Notiamo che
Vf(z,y) = (423 — 22,2y) si annulla solo nei punti (0,0) e (i%,O).

£(0,0) = 0 quindi (0,0) € Tg e f(i\%7 0) = —1 quindi (i%, 0)el_s

Sec#0ec# —% in ', non ci sono punti in cui Vf & nullo e quindi
per il teorema del dini I'. € localmente un grafico cartesiano. Inoltre si
puo disegnare 1’ insieme studiando il grafico delle funzioni V22 — 24 + ¢
e —vz2 — 2% + ¢. Graficamente vediamo che se —i < ¢ < 0 l'insieme
I'c & unione di due curve disgiunte mentre se ¢ > 0 I'. e costituito da
una sola curva.

-Se ¢ = 0 l'insieme I'g non & un grafico cartesiano in intorni del punto
(0,0). Graficamente si vede che I'y & un insieme a forma di otto.

-Se ¢ = —1 D'insieme ¢ costituito dai soli punti (i%, 0)

2. Sia g(x,y)=f(x,y)-1. Notiamo che I')={g=0} quindi possiamo pro-
cedere come nell’esercizio precedente.Siccome g(1,1) = 0 e Vg(1,1) =
Vf(1,1) = (2,2) la retta che cerchiamo sara 2(z — 1) +2(y — 1) = 0
cioe x +y =2

3. Notiamo che f(1,v/2) = 2 quindi effettivamente (1,v/2) € I's. Sap-
piamo che Vf(1,v/2) = (2,2v/2) & ortogonale a 'y nel punto (1,/2)

quindi un versore normale sara dato da

_ VfAV2) 1 /2
T (f’\/;)



Esercizio 9

Esercizio 10

Esercizio 11

flz,y) =y° —y'sinz
fo(z,y) = —ytcosz  fy(z,y) = 5y* — 4y3sinz = y*(5y — 4sinx) I punti
stazionari di f sono le soluzioni del sistema

—ytcosz =0

y?(5y — 4sinx) = 0
Notiamo che tutti i punti della forma (z,0) sono soluzioni del sistema. Se
y # 0 allora dalla prima equazione si ricava che cosz = 0 = x = § +2km V

T = §7T—|—2k‘77‘ k€ Z. Sewx =5+ 2kn allora y = %sinx = % mentre se
r = 5m + 2k allora y = —% Riassumendo le soluzioni del sistema sono i

punti (z,0) con z € R (5 + 2km, 3) e (37 + 2km, —%) Studiando il segno
della funzione si ricava che :

-I punti (k7,0) non sono né punti di massimo né punti di minimo

-1 punti (x,0) con 2k7 < x < (2k + 1)7 sono punti di massimo locale

-I punti (x,0) con (2k + 1)m < < (2k + 2)7 sono punti di minimo locale
-1 punti (Z + 2k, %) sono punti di minimo locale

-I punti (57 + 2km, —%) sono punti di massimo locale

A~ N S

s
2
3
2
3

f(ac):/ 26~ gt

y3 242
Sia F(y, 2) :/ te=* .
y

8

2,6 2,2 y3 242
Sappiamo che Vf(y, z) = (3y%e =Y —y?e Y ,/ —22t% %1 dt). Noti-
amo inoltre che f(x) = F(z,x) e quindi per la formula di derivazione delle

funzioni composte si ha che
3

f(z) = gf(a:,x) + gf(x,a:) = 328" — g% " — 23:/ t2e~" dt
£ Y x
v 2
flz,y) =/ e "dt
of __
o
af — eV

0
Ngtiamo che V f # 0 qunidi non ci sono punti stazionari interni al disco. Cer-
chiamo dunque i punti di massimo e minimo nell’ insieme 22 + y? = 1.Per
il principio dei moltipliacatori di lagrange questi punti saranno soluzioni del
—e~%" = 2)\z
sistema { e~V — 2\y Siag(t) = e;
2?2 +y?=1
g ¢ dispari e biettiva e quindi si ha che g(t) = —g(s) < t = —s.Notiamo che se
—g(x) =2
xy # 0 allora il sistema puo essere scritto nella forma ¢ g(y) =2\ .Dalle
2?2 +y? =1
prime due equazioni si ricava che g(y) = —g(z) e quindi per quanto abbiamo
detto si ha che y = —x. Sostituendo nell” equazione del vincolo otteniamo
che z = i% e quindi y = :F%. Se z = 0 invece abbiamo che y = £1

2
" Studiando la funzione g si vede che

mentre se y = 0 si ottiene che x = +1. Riassumendo le soluzioni del sistema
sono i punti (0,+1), (£1,0), (%, —%) e (_%, %)

£(0,1) = f(—1,0) = /Ole_tht £(0,—1) = f(1,0) = —/01 e dt

5



11 [V g 11 [V e
f(\/i, \/5)— /\}56 dt f( \@,\/5)_/\}56 dt

1

Confrontando questi valori ricaviamo che il massimo di f ¢

S

1
. L. . V2 42
tre il minimo ¢ — e U dt

S

2 _ 42
et dt men-



