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Esercizio 1 1. lim
(x,y)→(0,0)

sinxy
x2 + y2

Il limite non esiste perchè ad esempio lungo la retta y = x si ha

lim
x→0

sinx2

2x2
=

1
2

mentre lungo la retta y = 0 la funzione è nulla

2. lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ =
x2|y|
x2 + y2

≤ |y| (x,y)→(0,0)−→ 0 quindi lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0

3. lim
(x,y)→(0,0)

log
(

1 +
√
x2 + y2

)
√
x2 + y2

Passando in cordinate polari

lim
(x,y)→(0,0)

log
(

1 +
√
x2 + y2

)
√
x2 + y2

= lim
ρ→0

log (1 + ρ)
ρ

= 1

4. lim
(x,y)→(0,0)

xy +
√
x2 + y2 cos(x2 + y5)√

x2 + y2∣∣∣∣∣xy +
√
x2 + y2 cos(x2 + y5)√

x2 + y2
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ |xy|√
x2 + y2

+ | cos (x2 + y5)− 1| ≤

≤ 1
2

√
x2 + y2 + | cos (x2 + y5)− 1| (x,y)→(0,0)−→ 0 quindi

lim
(x,y)→(0,0)

xy +
√
x2 + y2 cos(x2 + y5)√

x2 + y2
= 1

5. lim
(x,y)→(0,0)

sin (x2 + xy + y2)√
x2 + y2∣∣∣∣∣sin (x2 + xy + y2)√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |x2 + xy + y2|√
x2 + y2

≤
√
x2 + y2 +

|xy|√
x2 + y2

≤

≤
√
x2 + y2 +

x2 + y2

2
√
x2 + y2

=
3
2

√
x2 + y2

(x,y)→(0,0)−→ 0

6. lim
‖(x,y)‖→+∞

sinx2y

x2 + y2∣∣∣∣ sinx2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1
x2 + y2

(x,y)→(0,0)−→ 0 quindi lim
‖(x,y)‖→+∞

sinx2y

x2 + y2
= 0

7. lim
(x,y)→(0,0)

x2y3

x4 + 3y4
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∣∣∣∣ x2y3

x4 + 3y4

∣∣∣∣ ≤ |x|
x4 + 3y4

|xy3| ≤ |x|
x4 + 3y4

(
x4

4
+

3y4

4
) ≤ 1

4
|x| (x,y)→(0,0)−→ 0

quindi lim
(x,y)→(0,0)

x2y3

x4 + 3y4
= 0

Esercizio 2 1. f(x, y) =
{ xy

x2+y2
se (x, y) 6= (0, 0)

0 altrimenti
Se (x, y) 6= (0, 0) la funzione è di classe C1 (e quindi è differenziabile)
dunque studiamo la funzione solo in (0, 0).

f non è continua in (0, 0) perchè lim
x→0

f(x, x) =
1
2

quindi non è neanche

differenziabile. Le derivate parziali di f in (0, 0) esistono e
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0

∀ v = (h, k) ∈ R2 − {0} si ha che

∂f

∂v
= lim

t→0+

f(th, tk)− f(0.0)
t

= lim
t→0+

1
t

hk

h2 + k2
=


+∞ se hk > 0
−∞ se hk < 0
0 se hk = 0

Quindi esistono solo le derivate direzionali nelle direzioni degli assi
cartesiani

2. f(x, y) =

{
x2y2

x2+y4
se (x, y) 6= (0, 0)

0 altrimenti
Se (x, y) 6= (0, 0) la funzione è di classe C1 (e quindi è differenziabile)
dunque studiamo la funzione solo in (0, 0).

f è continua in (0, 0) perchè
∣∣∣∣ x2y2

x2 + y4

∣∣∣∣ ≤ (x2 + y4)y2

x2 + y4
= y2 (x,y)→(0,0)−→ 0

Inoltre ammette derivate parziali e tutte le derivate direzionli perchè
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 e ∀ v = (h, k) ∈ R2 − {0} si ha che

∂f

∂v
= lim

t→0+

f(th, tk)− f(0.0)
t

= lim
t→0+

t
h2k2

h2 + t2k4
= 0

Infine f è differenziabile perchè

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, k) >√
h2 + k2

=

lim
(h,k)→(0,0)

h2k2

(h2 + k4)
√
h2 + k2

= 0 in quanto

h2k2

(h2 + k4)
√
h2 + k2

≤ (h2 + k4)(h2 + k2)
(h2 + k4)

√
h2 + k2

≤
√
h2 + k2

(x,y)→(0,0)−→ 0

3. f(x, y) =
{
x2y sin 1

y se y 6= 0
0 altrimenti

Se y 6= 0 la funzione è di classe C1 dunque studiamo la funzione solo
nei punti della forma (x0, 0).
f è continua in tutti i punti della forma (x0, 0) perchè∣∣∣∣x2y sin

1
y

∣∣∣∣ ≤ x2|y| (x,y)→(x0,0)−→ 0

f è parzialmente derivabile in x in tutti i punti della forma (x0, 0) perchè
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∂f

∂x
(x0, 0) = lim

t→0

f(x0 + t, 0)− f(x0, 0)
t

= 0 ∀ ∈ R
ma ammette la derivata parziale in y solo in (0, 0) infatti
∂f

∂y
(x0, 0) = lim

t→0

f(x0, t)− f(x0, 0)
t

= lim
t→0

x2
0 sin

1
t

=
{

0 se x0 = 0
@ se x0 6= 0

f ammette tutte le derivate direzionali solo in (0,0) infatti ∀ v = (h, k) ∈
R2 − {0} si ha che
∂f

∂v
(x0, 0) = lim

t→0+

f(x0 + th, tk)− f(x0, 0)
t

= lim
t→0+

1
t
(x0 + th)2tk sin

1
tk

= lim
t→0+

(x0 + th)2k sin
1
tk

=


0 se x0 = 0
0 se k = 0
@ se x0 6= 0 e k 6= 0

Siccome non ammette la derivata parziale in y la funzione non può
essere differenziabile nei punti della forma (x0, 0) con x0 6= 0 Tuttavia
la funzione è differenziabile in (0, 0) infatti

lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣f(h, k)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, k) >√
h2 + k2

∣∣∣∣ =

lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣∣ h2k sin 1
k√

h2 + k2

∣∣∣∣∣ ≤ lim
(h,k)→(0,0)

√
h2 + k2|k| = 0

4. f(x, y) =

{
sin (x2+y2)
x2+y2

se (x, y) 6= (0, 0)
1 altrimenti

La funzione è continua nell’origine infatti

lim
(x,y)→(0,0)

sin (x2 + y2)
x2 + y2

= lim
ρ→0

sin ρ2

ρ2
= 1

la funzione ammette derivate parziali nell’origine perchè
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= lim
t→0

sin t2

t2
− 1
t

= lim
t→0

sin t2 − t2

t3
=

lim
t→0

2t cos t2 − 2t
3t2

= lim
t→0

2t3
cost2 − 1

3t4
= 0 e

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= lim
t→0

sin t2

t2
− 1
t

= lim
t→0

sin t2 − t2

t3
= 0

la funzione ammette anche tutte le derivate direzionali perchè ∀ v =
(h, k) ∈ R2 − {0} si ha che

∂f

∂v
(0, 0) = lim

t→0+

f(th, tk)− f(0, 0)
t

= lim
t→0+

sin(t2(h2+k2))
t2(h2+k2)

− 1

t
=

lim
t→0+

sin (t2(h2 + k2))− t2(h2 + k2)
t3(h2 + k2)

= lim
t→0+

2t cos(t2(h2 + k2))− 2t
3t2

= 0

Infine f è differenziabile in(0, 0) perchè si ha

lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣f(h, k)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, k) >√
h2 + k2

∣∣∣∣ =

lim
(h,k)→(0,0)

∣∣∣∣∣∣
sin(h2+k2)
h2+k2 − 1
√
h2 + k2

∣∣∣∣∣∣ = lim
ρ→0

sin ρ2 − ρ2

ρ3
= 0

Esercizio 3 1. f(x, y) =
xy√
x2 + y2

Possiamo estendere f con continuità ponendo

f(0, 0) = 0 perchè |f(x, y)| ≤ 1
2

√
x2 + y2

(x,y)→(0,0)−→ 0
Sappiamo che f è di classe C1 in R2 − {(0, 0)} e che per (x, y) 6= (0, 0)
∂f

∂x
(x, y) =

y√
x2 + y2

− x2y

(x2 + y2)
3
2
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∂f

∂y
(x, y) =

x√
x2 + y2

− xy2

(x2 + y2)
3
2

Inoltre la funzione ammette derivate parziali nell’origine
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0 e

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0

Notiamo però che le derivate parziali di f non sono continue nell’ oigine
perchè ad esempio

lim
x→0+

∂f

∂x
(x, x) = lim

x→0+

x√
2|x|
− x3

(2x2)
3
2

=
1√
2
− 1

2
3
2

6= 0

2. f(x, y) =
x log(1 + y4)
x6 + y2

Possiamo estendere f con continuità ponendo

f(0, 0) = 0 perchè |f(x, y)| ≤ |x|y4
x6+y2

≤ |x|(x6 + y2)
(x,y)→(0,0)−→ 0

Sappiamo che f è di classe C1 in R2 − {(0, 0)} e che per (x, y) 6= (0, 0)
∂f

∂x
(x, y) =

log(1 + y4)
x6 + y2

− 6x6 log(1 + y4)
(x6 + y2)2

e

∂f

∂y
(x, y) =

4xy3

(1 + y4)(x6 + y2)
− 2xy log(1 + y4)

(x6 + y2)2
Inoltre la funzione ammette derivate parziali nell’origine
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0 e

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0 Notiamo che entrambe le derivate

parziali sono continue nell’origine infatti∣∣∣∣∂f∂x (x, y)
∣∣∣∣ ≤ log(1 + y4)

x6 + y2
+

6x6 log(1 + y4)
(x6 + y2)2

≤ y4

x6 + y2
+

6x6y4

(x6 + y2)2
≤

(x6 + y2)2

x6 + y2
+ 6

(x6 + y2)(x6 + y2)2

(x6 + y2)2
≤ 7(x6 + y2)

(x,y)→(0,0)−→ 0∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ 4|x||y|3

(1 + y4)(x6 + y2)
+

2|x||y| log(1 + y4)
(x6 + y2)2

≤ 4|x|(x6 + y2)
3
2

x6 + y2
+

+2|x||y| y4

(x6 + y2)2
≤ 4|x|

√
x6 + y2 + 2|x||y| (x,y)→(0,0)−→ 0.

Quindi f si può estendere ad una funzione di classe C1

Esercizio 4 1. f(x, y) = |xy|α
Se α = 0 la funzione si può estendere nell’origine alla funzione che vale
costantemente 1 quindi supponiamo che α 6= 0

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

|xy|α =
{

0 se α > 0
+∞ se α < 0

dunque f è continua solo per α > 0. Le derivate parziali nell’ origine
sono
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0

vediamo ora per quali valori di α la funzione è differenziabile∣∣∣∣f(h, k)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, k) >√
h2 + k3

∣∣∣∣ =
|xy|α√
h2 + k2

≤

(h2 + k2)α√
h2 + k2

= (h2 + k2)α−
1
2

(h,k)→(0,0)−→ 0 se α > 1
2
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Inoltre se α ≤ 1
2 si ha che∣∣∣∣f(h, h)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, h) >√

2h2

∣∣∣∣ =
|h|2α√

2h2
=

1√
2
|h|2α−1 =

=
{

1 se α = 1
2

∞ se α < 1
2

Dunque la funzione è differenziabile ⇐⇒ α > 1
2

2. f(x, y) =
xαyβ

(x2 + y2)γ
Notiamo che |f(x, x)| = 1

2γ
|x|α+β−2γ =

=


0 se α+ β − 2γ > 0
1 se α+ β − 2γ = 0
+∞ se α+ β − 2γ < 0

Inoltre se α+ β − 2γ > 0 si ha che |f(x, y)| = |x|α|y|β
(x2 + y2)γ

≤

≤ (x2 + y2)
α
2
+β

2
−γ (x,y)→(0,0)−→ 0 Dunque la funzione è continua se

α+ β − 2γ > 0
Le derivate parziali di f sono entrambe nulle infatti
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)
t

= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)
t

= 0

Infine per quanto riguarda la differenziabilità osserviamo che∣∣∣∣f(h, h)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, h) >√
2h2

∣∣∣∣ =
|h|α+β

(2h2)γ+
1
2

=

=
1

2γ+
1
2

|h|α+β−2γ−1 (x,y)→(0,0)−→
{

1 se α+ β − 2γ = 1
∞ se α+ β − 2γ < 1

mentre se α+ β − 2γ > 1 si ha∣∣∣∣f(h, k)− f(0, 0)− < ∇f(0, 0), (h, k) >√
h2 + k2

∣∣∣∣ =
|h|α|k|β

(
√
h2 + k2)2γ+1

≤

(
√
h2 + k2)α+β−2γ−1 (h,k)→(0,0)−→ 0

Dunque la funzione è differenziabile solo se α+ β − 2γ > 1

Esercizio 5 Se f è continua e strettamente positiva allora la funzione g(x) = 1
f(x) è ben

definita e continua su tutto Rn Inoltre si ha che lim
‖x‖→∞

g(x) = +∞ dunque g

è coerciva. Ma una funzione continua e coerciva su un insieme chiuso (Rn è
un chiuso) ha un punto di minimo assoluto cioè ∃x0 ∈ Rn tale che g(x0) = M
con M ≤ g(x)∀x ∈ Rn. Notiamo che g(x) = 1

f(x) ≥ M =⇒ f(x) ≤ 1
M ∀x ∈

Rn e che f(x0) = 1
M dunque x0 è un punto di massimo assoluto per f .

f(x, y) =
e

1
1+y2

1 + x2 + y2 + log(2 + 3x4)
Notiamo che f è strettamente positiva

e continua su tutto Rn e che
e

1
1+y2

1 + x2 + y2 + log(2 + 3x4)
≤ e

1 + x2 + y2

‖(x,y)‖→∞−→ 0 quindi f verifica tutte

le ipotesi richieste. In questo caso inoltre è facile vedere che f(x, y) ≤
e

1+log 2 = f(0, 0) quindi il massimo di f è e
1+log 2
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