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SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Sia A = (a45), 4,5 = 1,...,n matrice n X n. Le soluzioni del sistema
differenziale lineare di n equazioni nelle n incognite x;(¢)

(%) = Ax, ovvero Ti(t) = apnz1(t) + ... Fapman(t), i=1,...,n

sono definite per tutti i tempi.

1
Segue da || Az < (Zij afj) “|lz|| e dalla Proposizione 3.

NOTA. Lo stesso vale per sistemi lineari a coefficenti variabili e continui, cioé
se a;; = a;(t), a; € C(I), Vi,j, I intervallo in R. Infatti ogni sistema non
autonomo, ove cioé¢ il campo  f € C*(R" x R,R") dipenda esplicitamente dalla
variabile indipendente ¢, ovvero ogni sistema della forma

#(t) = fz(t),t) teER

si pud scrivere, equivalentemente, come sistema autonoma introducendo un nuovo

campo f € CHR"xR,R"x R) cosf definito

A

flay, .oz, ) = (i@, oo Tny Tig1)s - oy STty oo Ty Tpg1), 1)

Evidentemente, &;(t) = fi(x1(t), ..., x,(t), 1), zi(to) =¢, i=1,....n &

@i(t) = filzr(t), .. an(t), Tea(t), i=1,....n, dnpm(t) =1,
I‘Z(t0> = Ty, 1= ]., e, N, l‘n+1(t0) = to.

Proposizione 4 L’insieme di tutte le soluzioni di (%), cioé
N :={recCYR,R"): i= Az}
é un sottospazio linare di C'(R,R™) di dimensione n.

Il fatto, evidente, che combinazioni lineari ax(t)+ (y(t) di soluzioni sia ancora
soluzione si traduce nella linearitd dell’insieme delle soluzioni. Poi, dire che N ha
dimensione n equivale a dire che



1. Esistono n soluzioni z' € C'(R,R"), i =1,...,n linearmente indipen-
denti, cioé tali che

Zcizi(t):0 Vi = c=c=...=¢,=0

i=1
2. Le 2' generano N, cioé

n

Vo € N, esistono costanti c1,...,¢, taliche — x(t) =) ca'(t)=0 Vt
i=1

Basta prendere z° nel modo seguente: fissati n vettori v* € R™ linearmente indi-
pendenti , % é la soluzione di (x) soddisfacente la condizione iniziale z°(0) = v'.
Chiaramente le 2* sono linearmente indipendenti. Poi, se x é soluzione, siano ¢; € R
tali che z(0) = X0, ¢iv’ = 30, ¢;x'(0) e sia (t) := X0, ¢;x'(t). Siccome x e & so-
no soluzioni dello stesso problema di Cauchy, allora z = & (per il Teorema di Picard).

Definizione Un sistema di n soluzioni linearmente indipendenti x* di (x) é

sistema fondamentale per (x) e X(t) = (a",...,2") = (25(t))ij=1,..m
matrice fondamentale. Se X (0) é la matrice identitd, cioé X (0) = (e1,...,e,)
ovvero #4(0) =d;;, X é matrice principale.

Notiamo che se z* é sistema fondamentale allora ogni soluzione z di (x) si scrive
come combinazione lineare delle x":

z(t) = ar'(t), ¢ €R ( Integrale Generale )
i=1

e, se X é matrice principale X (t)c, c=(c1,...,c,) € la soluzione del pro-
blema di Cauchy con condizione iniziale z(0) = c.

Definizione. Siano z',i = 1,...,n soluzioni di (x) e X(t) := (z!,...,2") =
(x;(t))Zlen Allora
W(t) := det X(¢)

é il determinante Wronskiano delle z°.

Proposizione 5 Siano z' n soluzioni di (x). Le seguenti affermazioni sono
equivalenti:
(i) a' é sistema fondamentale
(i) W(t)#0Vt
(iii)  esiste to tale che W(ty) # 0



Prova. (i) implica (ii). Infatti, se no, esiste ¢, tale che W (ty) = 0 e quindi i vet-
tori z'(ty) sono linearmente dipendenti, cioé esistono costanti ¢; non tutte nulle tali
che Y% ¢;x'(tg) = 0. Ora, se &(t) :== 3I; c;z'(t) , & é soluzione che si annulla in ¢y,
e quindi, per I'unicité della soluzione del problema di Cauchy, 37, c;z'(t) = & = 0,
cioé le 2° sono linearmente dipendenti.

(ii) implica ovviamente (iii).

(iii) implica (i). Infatti, se no, esistono ¢; tale che Y1, ¢;z'(t) = 0 per tuttiit e
quindi anche per t = t,, contraddicendo il fatto che i vettori di R™ dati da z%(t)
sono lineamente indipendenti perché a determinante diverso da zero.

NOTA. Quanto sopra continua a valere anche per sistemi lineari a coefficenti
variabili.

RIDUZIONE A FORMA CANONICA

Siae;, i = 1,...,n base canonica di R". Sia  D(Aq,...,\n) = (A€, ..., Apey)

(matrice diagonale avente Aj,...,\, come elementi sulla diagonale principale). Il
(pit semplice) sistema differenziale
T =D\,..., )T z(t) = ((z1(t), ..., za(t))

é formato dalle n equazioni disaccoppiate
(L’Z:/\ZIZ, izl,...,n

Il sistema ammette quindi le soluzioni

rt = et
Queste soluzioni sono a Wronskiano diverso da zero e quindi formano un sistema
fondamentale e ogni soluzione ¢é della forma

n
=) cietle; = (cleklt, . ,cnek"t) , c €R ( Integrale Generale )
i—1

Se A ha n autovalori reali distinti, allora A ha una base di autovettori
vt € R, i =1,...,n. Proviamo che I'Integrale Generale del sistema 4 = Ax si

scrive
n

Z et c €R
i=1
A tale scopo, introduciamo la matrice avente come colonne gli autovettori

P = (Ul,...,v”) = (U;

)ivj:17"'7n
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Siccome i vettori v sono linearmente indipendenti, P ¢é invertibile. Verifichiamo
dapprima che A si pu6 ricondurre alla forma canonica

PAP = (Aer, ., Aen) = DO, -, M)

Infatti, . ’
P lAPe; = P AV = AP = Ney
ovvero  \e; é la i-esima colonna di P~1AP.
Ma allora,se #=Ar e y:=P 'z, é x=Py e y=P % equindi

=P APy =D\, ..., \)y

e quindi  y = X", ¢etle; e quindi Pintegrale generale di i = Az si
scrive appunto P (2?21 cie’\itei) =" ettt

Supponiamo adesso che A abbia ancora tutti autovalori distinti, ma che abbia
q autovalori reali p;, ¢+ =1,...,9 e 2p > 2 autovalori complessi ,
q+2p = n (notiamo che se A\ = a+i/3 é autovalore complesso allora anche A = a—i3
lo é, perché A é matrice di numeri reali e quindi il suo polinomio caratteristico é a
coefficenti reali).

Siano A\;, \jj=1,...,pe p;,i=1,...,q gli autovalori complessi e, rispettivamente,
reali, di A. A tali autovalori corrispondono n autovettori linearmente indipendenti,
diciamo v, v/, j=1,...,p, u', i=1,..., ¢ : notiamo che mentre u* € R", i v/

sono vettori in C™ (vettori a componenti complesse) e compaiono in coppie complesse
coniugate giacché  Av/ = \jv? & Av? = A\;v7  (la lineare indipendenza sussiste,
nei fatti, in C"). Posto & := Rv? /1= S (ovvero v/ =& +in?, & ) € RY), é

Afj + ZA’/]] == AUj = /\jvj = (Oéj + Zﬁ]) (fj —+ ZT]J) = Odjfj — ﬁj’l]j + Z(ﬁjfj + Oéj’l’]j) =
AG =i = By, A = BiE + agp
Sia ora
P:: (51’n17"'75p777p7u17"'uq>

la matrice (n x n reale) avente le prime 2p colonne formate dai vettori parte reale
e coefficente dell'immaginario degli autovettori corrispondenti ai \; e le rimanenti
q colonne formate dagli autovettori reali. Ovviamente tali vettori sono linearmente
indipendenti e quindi P ¢é invertibile. Mostriamo che

PIAP =

(05161 - /61627 5161 + aeg, ... y Op€p — ﬁpep-i-lv 6p€p + ApCpt1, H1€2p41, - - - 7,uq€n)



(P~YAP é qui, come altrove, descritta come n-upla di vettori colonna). E questa la
forma canonica di A in presenza di autovalori distinti, reali o complessi.
Verifichiamolo:

P lAPe, =P 1A =Pt <a1€1 — 51771) = ae; — Biey

PlAPe, = P Ap' = P (B8 + ain') = Ber + e

e cosi via fino alle colonne di posto 2p — 1 e 2p.

Per le rimanenti si trova invece P_IAPegpﬂ- = [Li€opti-

Postoy = (7,&,17) € RTx R? x RP, il sistema =P ' APy sidisaccoppia nelle
¢ equazioni

e nei p sistemi 2 x 2

& =& =By, =0 tam, & e CHRR) j=1,,p
Posto  z;(t) := &;(t) +1in;(t), ;=& +in;, il sistema si riscrive come

% = (o +1i0))z
che ha le soluzioni
zj = cexp(ayt +iB;t) = ce®*(cos Bt +isin B;t), c€ C

Prendendo ¢ = 1, ¢ = 7 otteniamo coppie di soluzioni in forma reale

& = e%' cos B, n; = €' sin B;t, & =e*sinft, n; = —e"" cos Bt

Si ottiengono cosi 2p + ¢ soluzioni che, come é immediato verficare, sono a Wron-
skiano diverso da zero e quindi formano un sistema fondamentale per il sistema in
forma canonica e che, applicando P, fornisce un sistema fondamentale per il sistema
dato & = Ax.

Pit in generale, se P ¢ matrice invertibile e " ¢yt é Integrale Generale
diy =P 'APy, allora
Z Cipyi
i=1

é Integrale Generale di = = Ax.

Si tratta allora di trovare una matrice P che riduca A nella forma pia semplice
possibile, la sua forma canonica.
Cosi abbiamo proceduto nel caso diagonalizzabile. Si pué procedere in questo modo



anche quando, a causa della presenza di autovalori multipli, fosse impossibile dia-
gonalizzare A (ricordiamo che anche in presenza di autovalori multipli A pué avere
n autovettori linearmente indipendenti e quindi essere diagonalizzabile: é questo il
caso se A é simmetrica).

In tali casi la forma canonica risultera peré piuttosto complicata (forme di Jordan).

Ci limitiamo a considerare il caso
A ha un solo autovalore, reale, cui corrisponde un unico autovettore.

Cominciamo dalla situazione pit semplice, cioé n = 2.
Sia dunque A zero di molteplicitd 2 (molteplicitd algebrica di \) del polinomio
caratteristico di A, matrice 2 x 2 . Se la molteplicita geometrica di A\, ov-
vero dim (ker(A — AZ)) é uguale alla molteplicita algebrica di A (cioé é 2) cioé a
A corrispondono due autovettori linearmente indipendenti, allora A é, come sopra,
diagonalizzabile.
Supponiamo quindi che A abbia un unico autovettore v. Cié implica che

Im(A—-)\T)={heR?’: JuecR® taleche Au— \u=h}
¢ un sottospazio di dimensione 1: Im (A —\T) = {tu: t € R} per qualche u # 0.
Di piu,
Im(A-\T)={tv: te R}

Questo perché Au — A\u = tu = Au — (A +t)u = 0 e quindi £t = 0 ( A é I"unico
autovalore !) e quindi u é un multiplo di v ( v é I'unico autovettore !)

Dunque esiste u tale che Au — Au = v. In particolare, u € Ker(A — \T)? ed u si
dice autovettore generalizzato. Sia ora

P = (v,u)

la matrice avente per colonne ’autovettore e ’autovettore generalizzato; ovviamente
P é invertibile. Si ha

P LAPe; =P 1 Av =P v = Ay
Pl APe; =P Au =P ' (Au+v) = dea + €3

Dunque
P AP = (Ney,e1 + Aey)

E questa la forma canonica di A. Il sistema associato a P~*AP é
T=Ar+y, Y=y
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Una soluzione di tale sistema é y = 0,27 = ¢*. Una seconda soluzione é y = e e

quindi (ze )" = 1 e quindi 2 = te*. Tali soluzioni sono a Wronskiano non nullo
e quindi formano un sistema fondamentale. Dunque un sistema fondamentale per
= Ax é dato da

P (e”el) = Mo, P (te”el + e”@) = te’Mv + My

Argomenti analoghi si applicano al caso piu generale in cui la matrice n x n A
ha un unico autovalore A\ ( avente quindi molteplicita algebrica n) avente
molteplicita geometrica 1, cioé Au = Au ha una sola soluzione u; ( a meno di
multipli).

La proprietd chiave (che sussiste in effetti senza ipotesi sulla molteplicita geometrica
di A e che diamo senza dimostrazione) ¢ la seguente:

(" Ker(A—-)XI)"=R" Q)
1. Una conseguenza di (!) é che
Ker (A—))" = Ker (A—XD)"' = Ker(A-AI)"=R"

Infatti, u € Ker (A—X)"? = 0= (A - X" (u) = (A — XD (Au — M)
= (A-XD)'(Au— ) =0 = wueKer(A—X\)"" = Ker(A— )"

2. Una conseguenza di ~ dim [Ker (A—NI)] =1 é che
(+)  dim |[Ker (A= D" = dim [Ker (A= \T)*| +1
se  Ker(A— \I)" é sottospazio proprio di Ker (A — AI)"' . Infatti, da
Ju (A=XD" () =0, (A=XD)"(u) #£0
segue
0=UA- X" (W) =(A=-AD)(A=XD)"(u) = (A-\D"(au)=1u
per qualche a # 0. Ugualmente (A— D) (@) =0 = (A-\D)"(Ba)=1u

per qualche 8 # 0 e quindi  au+ fu € Ker (A — )\I)k.
In particolare, da (!) e 1., segue che allora (4) vale per ogni k < n.

3. Una conseguenza di 2. é che

(A= \T) [Ker (A= AD)*| = Ker (A - \T)*



Intanto, u € Ker (A —AD)*" = (A= XD)* (Au—Xu) =0 cioé
(A—)\I) [Ker (A— )\I)Hl} C Ker (A—\T)". Poi, usando 2.,

dim[Ker (A—MXI)]=1= dim {(.A — ) (Ker (A— )\I)k+1)] =

= dim [Ker (A= XT)*"'| = 1 = dim [ Ker (A— A\T)"]

Da 3. segue che esiste us tale che Aus — Aus = uq, e poi, iterando, per ogni k < n
esiste uyyq € Ker (A — )\I)kJrl tale che Augi1 — A\ugyy = ug.
Sia ora

P=(ug,...,up)

la matrice avente per colonne l'autovettore u; e gli autovettori generalizzati
ur k=2,...,n. Siccome

Pl APe; = P Auy = Py = Aey

’PilAlpek == 'PilAuk = ‘Pil(/\uk + uk_l) = )\ek + €L—1, k= 2, oo,

concludiamo che

PYAP = (Nei, deg +e1,..., Aen +ent)

ove P~ AP ¢ descritta come riga di vettori colonna. E questa la forma canonica
per A.

Ora, il sistema differenziale associato a P~1AP é

1=+ Y2, Ye=A2+Y3, - Un-1= AUn-1+T Un, Yn = AYn

Iterando il calcolo effettuato nel caso n = 2 troviamo per tale sistema le n soluzioni

(M 0, , 0)
(ter |, eM0,......... , 0)
(t2eM, teM, M 0,..., 0)
(t" e e ™)

Tali n soluzioni hanno Wronskiano evidentemente diverso da zero e quindi formano
un sistema fondamentale da cui, applicando P, si ottiene un sistema fondamentale
per & = Ax.

Equazioni differenziali di ordine superiore



Consideriamo il problema di Cauchy: data f € C'(R" xR, R),t, € R, trovare
d>0e yeC™((to—9d,to+0) tale che

)
y ) = fly)y' (1), .y V@)1, tE (to— 0t +0)
):

y(to) =co,  y'(to)=c1, ... y" (L) =

Se y é una soluzione, allora z; ==y, 2 =, ..., Tp_1 =y 2
il sistema differenziale del primo ordine associato

.y := y Y risolve

I'l =T, ... i'n—l = Ty, I'n:f(ﬁl,...,l'n,t)

insieme alla condizione iniziale z(tg) = co, ..., zn(to) = ¢n. In particolare il proble-
ma di Cauchy dato ha al pitl una soluzion, ed ha in effetti esattamente una soluzione
ottenuta a partire dalla soluzione del problema di Cauchy per il sistema del primo
ordine associato. Si estendono poi in modo ovvio i teoremi di esistenza globale va-
lidi per i sistemi del primo ordine. In particolare, se a;,j = 1,...n sono funzioni
continue in I, I’equazione lineare di ordine n

(EDL) y™ () + al(t)y(”_l) t)+...,a,(t)y(t) =0

ha soluzioni definite in I e tali soluzioni formano un sottospazio lineare di dimen-
sione n di C™(I). Una base di tale spazio, diciamo yi,...,y,, si chiama Sistema
Fondamentale. Un sistema di n soluzione é un sistema fondamentale se e solo se il
Wronskiano

W(t) := det (yj(-ifl)(t)),

i,7=1,...,n
é diverso da zero per ogni ¢ (equivalentemente: per qualche t). Se y;,j =1,...,né
sistema fondamentale, allora le soluzioni di (EDL) sono tutte e sole le funzioni

y=ciy1+ ...+ cln, c; €R Integrale Generale
Se a; sono costanti, e se A é uno zero reale di molteplicitd ¢ di
pA) =N+ N+ ta, polinomio caratteristico
allora (EDL) ha le ¢ soluzioni
yp = e, yo = teM, .y, =t e

Se invece A = a + i3 é uno zero complesso di molteplicitd p (e cosi pure \) (EDL)
ha le 2p soluzioni

y1 = e* sin ft, Yo =te'sinBt, ... y,=1t""esinft
71 = e* cos fAt, Go =ecosfBt, ... Gp= tP~Le cos Gt

Si ottiene in questo modo un sistema fondamentale.



