Cognome e nome

APPELLO A DI AM1C - SESSIONE ESTIVA -
12 SETTEMBRE 2008

Esercizio 1.
(a) Data la funzione

3—logx

T = oezs ™

determinare: insieme di esistenza e di derivabilita, limiti
ed eventuali asintoti, derivata prima, eventuali massimi e
minimi. Tracciarne un grafico qualitativo.

(b) Verificare se f & uniformemente continua in (0, +00).



Cognome e nome

APPELLO A DI AM1C - SESSIONE ESTIVA -
12 SETTEMBRE 2008

Esercizio 2.
Dimostrare che valgono le seguenti disuguaglianze

rx—1

<logxr <x—1.
T



Cognome e nome

APPELLO A DI AM1C - SESSIONE ESTIVA -
12 SETTEMBRE 2008

Esercizio 3.

(a) Calcolare il seguente limite:

e — /1 222

.
0 log(1 4 z4)

(b) Indicata con f la seguente funzione:

fay= [

calcolare il limite

o 20 @) = f(2a)
2= f()



Cognome e nome

APPELLO A DI AM1C - SESSIONE ESTIVA -
12 SETTEMBRE 2008

Esercizio 4.
Discutere, al variare di a e § € IR, la convergenza del
seguente integrale:

/+oo arctan
0

x(zt+1)8 v



Cognome e nome

APPELLO A DI AM1C - SESSIONE ESTIVA -
12 SETTEMBRE 2008

Esercizio 5.
Calcolare i seguenti integrali:

/g sin(2?) i
0 cos?zxz —3sinx — 3

/sin(log x)dx



SOLUZIONI:
Esercizio 1:

Domf = {x > 0}

1ir(r)1+ f(z) = —1 = non ci sono asintoti verticali
r—

lim f(z)=—1=y = —1 ¢ asintoto orizzontale.
T—+00

B log?z — 6logz — 1
(1 + log® z)?

f'(x)

f/(x):0<:>10g£1]:3:t\/10<:>x:€3i\/ﬁ

e3V10 ¢ punto di massimo e e3TVI0 & punto di minimo per
la funzione.

(b) f ¢ uniformemente continua in (0, +00) perché il lim-
ite per x — 07 di f ¢ finito (quindi esiste un prolungamento
continuo di f in 0) e in un intorno di +oo vale il teorema
dell’asintoto.

Esercizio 2:

Per la disuguaglianza di sinistra: sia f(z) = loga — 21,

Dimostriamo che f(x) > 0, Vx > 0.

1
limz — 0" f(x) = lim <5U10gx—:l:+ 1) = +00

—0t

lim f(x) =400

r——400

1 1
/ :——*IO :]_
floy="~5=0&uq

dallo studio del segno di f’ e dai precedenti risultati si
evince che 1 ¢ un punto di minimo assoluto e f'(1) = 0,
da cui segue la tesi.



Per la seconda disuguaglianza si procede in modo anal-
ogo su g(r) = x — 1 — logz, dimostrando che g(z) > 0,
Vz > 0.

Comportamento agli estremi del dominio:

lim g(z) = lim g(x) = +o0.

z—0t T—+00

Punti stazionari:

1
J)=1--=0&z=1
T

x = 1 & punto di minimo assoluto per g e g(1) = 0.

Esercizio 3:
(a) Sviluppi di Taylor centrati in 0:

e’ =14z +?+0(:z:)
4
\/1—|—2$2:1—|—x2—2—|—0(x4)

log (14 2*) = 2* 4 o(a*)
dunque

e — /1 + 222 . 3/4xt + o(2®) 3
= lim = -

li =
0 log(1 + 2#) =0 x* 4 o(x?) 4

(b)

— 2 [ SmLdt — [3r S tdy
lim 2f(z) = f(2x) = lim o h - [0}

a—0  x— f(x) z—0 T — [ Setdt 0

Applicando il teorema di De I’'Hospital ed il teorema
fondamentale del calcolo integrale:

I T — Sln(Tm) 2sinz — sin(2z)
1m = = :
r—0 1 — T —sinw

T



Sviluppando sin z in un intorno dello 0 fino al terz’ordine:

3
20 — L — 2z 4 32° + o(a?)
x—x+ sa° + o(z?)

=6

Esercizio 4:
Spezziamo l'integrale:

1 arctanzx +oo arctanzx
/0 dx /1 T

z(xt +1)8 z(xt +1)8
Vicino lo 0:

arctanz = o(z) e z* + 1 =0(1)

quindi:

1 arctanw 1 x 1 1
/()xa(x4+1)ﬁd:c~/() e = [ —da

che converge seesolosea—1 <1 a<2eVieR.
In un intorno di +oo:

s
arctan x ~ 5 41~ 2t

quindi:

+o00 arctanzx +oo 1
/1 r(z* + 1)de ~ /1 x%”wdx

che converge se e solo se a + 406 > 1.
Dunque l'integrale dato converge se e e solo se a < 2 e

11—«
B>
Esercizio 5:

Per il primo integrale effettuiamo il cambio variabile ¢ =
sin x e riscriviamo sin(2z) come 2 sin x cos x:

/g sin(2x) do — /ég 2tdt
0 cos?2x —3sinx — 3 0 —t2—-3t—2

8



che sappiamo integrare con il metodo dei razionali fratti:

le radici del denominatore sono t; 5 = —2, —1, cerchiamo le
costanti A e B tali che
—2t A N B
(t24+3t+2) t+1 t4+2
che sono A =2 e B = —4. Quindi calcoliamo gli integrali:
3 3 dt N
/ t+1 / = [2log [t + 1| — 4log |t + 2]y
V3 \/5 16
= 2log(— + 1) —4log(— 4+ 2) +4log2 =log———

Per il secondo integrale sia y = logx, dunque bisogna
calcolare (per parti):

/sin yeldy = e’ siny — /ey cos ydy
= €Y(siny — cosy) — /ey sin ydy
1
= /ey sin ydy = §ey(siny —cosy) + ¢

= g(sin(log x) — cos(logx)) + ¢



