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15 marzo 2007

1) Poiché f(x,0) = f(0,y) = 0 Vx,y € R, abbiamo che le derivate parziali di f in (0,0)
esistono e si ha: V f(0,0) = (0,0). Abbiamo che

[f(z,y) = f(0,0) = Vf(0,0) - (z,9)| _ |z||In(1+y)|

se (z,y) — (0,0). Quindi, f & differenziabile nell’origine.

< [In(1+y)| =0

2) Osserviamo che

lim 4y +22=0, lim siny 4+ 2% = 0.
(2,y,2)—(0,0,0) (0,9,2)—(0,0,0)

uindi lim z,y,z) =0= f(0,0,0).
Q O e LG TR £(0,0,0)

Abbiamo problemi in punti della forma (0, y, z). Poiché y — f(0,y, z) = siny+ 23, la derivata
di f(0,y,2) in y e data semplicemente da 9,f(0,y,2) = cosy. Analogamente, otteniamo

0.f(0,y,2) = 2z.
Il problema nasce dalla derivata in x in punti (0, y, z). Infatti, per h # 0 abbiamo:

f(h,y,Z)—f(O,y,Z) _ h2+y+22_8iny_23
h N h ’

11 limite di tale quantitd per h — 0 esiste se e solo se y = z = 0. Quindi, 0,f(0,0,0) =0

e la funzione f risulta non ammettere derivata parziale in x nell’insieme {(0,y,2) : y,z €
R} \ {(0,0,0)}. Quindi Vf(0,0,0) = (0,1,0).

Poiché la funzione f non ammette derivate parziali in un intorno completo dell’origine, non
ha senso mostrare la continuitd di tali derivate nell’origine. Usiamo invece la definizione.
Abbiamo che:

% SQ.’L’#O

Alz,y,2) = f(z,y,2) — £(0,0,0)— < Vf(0,0,0), (x,y,2) > _ \/W

o |($7y,2)| \S}% Se.CC:O.
Poiché

z? 4 22
—ém—m se (z,y,2) — (0,0,0)

e
: 3 _ —_— 5 '
[siny +2° —y| _ _[siny —y| |2| <2V 1422 50 se (a9, 2) — (0,0,0),

< + <
VE2+y2+22 7 a2y 22 a2y 422 Yy

otteniamo che ( %inrzo 00) |A(z,y,2)| = 0. Quindi la funzione f & differenziabile in (0,0, 0).
$7y7z — bl



3) Chiaramente f € C®°(R3\ {y = 0}). Su {y = 0} abbiamo che o) li(m o )f(x,y, z) =
x,y,z)—(xo, 320
xo. Inoltre, f(0,y,z) =0 per y < 0 e vale il seguente limite

Yy __ 1 S __ 1
lim flz,y,2) = lim xS = x¢ lim ¢ =

(I,y,z)ﬂ(ﬁi‘o,o_,ZO),I#O (I,y,Z)*)(l’o,O"',Zo),l’;éO Yy 5—0 S

Quindi, f € C(R3).

Abbiamo che:

-sey>00,f =142y, Oyf = %x2+222y e 0.f = 2zy?%;

-sey <00,f =e™, 9,f =2 e o, f =0

Calcoliamo ora, usando la definzione, le derivate parziali di f su {y = 0}:

Ox f(20,0,20) =1, 0. f(x0,0,20) =0

(§]
lim f(x()) hv ZO) - f(x()v 07 ZO) _ 137(2) — lim f(xoa h) ZO) - f(IOa 07 ZO)
h—0+ h 2 h—0— h
Ce®h 1 — hay
= hli%l_ 7z y f (20, 0,%0)-

Allora f é differenziabile in ogni punto di R3.

Come per la continuita, distinguendo i limiti per y > 0 e y < 0, € possibile dimostrare la
continuitd delle derivate parziali. Quindi f € C1(R3).

E’ da notare che i valori delle funzioni derivate parziali in (xg, 0, zp) sono definiti come limiti
dei rapporti incrementali e non come limiti delle derivate parziali per (z,y,z) — (20,0, z0).

Solo a posteriori, tali limiti coincidono.



