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Esercizio 1 Consideriamo la funzione lungo le parabole x = my’:
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fmy*,y)= che & discontinua per 2a+ <8y .

Supponiamo, invece, 2+ > 8y . Dalle disuguaglianze

a

= () < (1aT 42y ) = (70 4 2y°)
B
o = (¥ )ﬁ < (47 +2" )ﬂ = (7x* +2y*)"
si ottiene
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ay B 7 4 2 8\ g 20+8
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Esercizio 2 Fissato y la funzione x%|xy| ¢ derivabile Vx#0 se y#0 e Vx se y=0. Abbiamo

quindi che s esiste Vxe A dove A={(x,y)e R? :x;tO}u{(0,0)}. Analogamente gi esiste
y

X
Vye B dove B={(x,y)e R”:y =0} U{(0,0)}.
X +y’ )
5 otteniamo

Esercizio 3 Dalla disuguaglianza xy <

| X’y | |x(x2+y2)| |x| (6,)2(0,0)
2 2 S 2 2 = 0
|2+ | ‘2(x +y°)
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La funzione pud quindi essere estesa nell’origine a una funzione continua su tutto R*> ponendo
f(0,0)=0. La funzione ammette tutte le derivate direzionali nell’ origine. Infatti Vv =(v,,v,)e R? si
ha

i f @)= £0,0) _ v, vy,

10 t =0 P4V (V)
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da cui, in particolare, 8_ = 8_ =0. La funzione non ¢ tuttavia differenziabile, infatti posto
X oy
e(h k)= f(h.k)—f(0,00-(Vf(0,0),(h.k))  h%
t) - h - é
||( 5k)|| (h2+k2)2
n’ n’
si vede facilmente che / klimo0 g(h,k)#0. Infatti g(h,h)= - = 5 \0 per h—0.
(h)=(0.0) (2h2 )5 2\/§|h|
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Esercizio 4 f(x,y) ¢ costante rispetto alla x. Questo implica che a—(x, y)=0 V(x,y)e R". Inoltre
X

esiste anche gi(x, y) V(x,y)e R*. Infatti
y

lim LR = S0y kcos L =0 y=0
of k—0 k k—0 k
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2ycos—+sin— y#0
Y Y
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Ovviamente a—(x,y) non ¢ continua in quanto non esiste lméa—(x, y). Risulta tuttavia che la
y =0 oy
funzione ¢ differenziabile in (x,0). Infatti
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Ricordiamo che a lezione si ¢ visto che la continuita delle derivate parziali implica la differenziabilita.
Ovviamente questo teorema non ¢& invertibile (come mostra questo esercizio). Quindi la

differenziabilita ¢ condizione NECESSARIA ma non SUFFICIENTE affinché le derivate parziali siano
continue.

. . N . . sint S .
Esercizio 5 La continuita segue banalmente dal limite notevole lim—— =1. Si ha inoltre che esistono
-0

le derivate parziali nell’origine. Infatti:
sin |h|

of L
a (0,0)= %123
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Analogamente ™ (0,0) =0. Studiamo la differenziabilita nell’ origine:
y
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h
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i f(hk)= £(0,0)=(Vf(0,0),(h,k)) . [k _
(hk)—(0,0) ”(h’k)” (hk)—(0.0) \/h2 e
. sinh2 +k2 N2 +kE . sint—t . o(t)
= lim 3 =lim——-—=Ilim——=0
(h,k)—(0,0) W +k -0t -0 ¢
Pertanto la funzione ¢ differenziabile nell’origine.
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Esercizio 6 (a) Dato che f(x,0)=f(0,y)=0 segue che a—(0,0):a—(0,0):O. Studiamo la
X y

differenziabilita nell’ origine:
h,k)— £(0,0)—(Vf(0,0),(h,k , hk|” . al
lim L #0=/0.0 (V7(0,0).¢ )>: lim Ls lim l(hz+k2) P—0ea>Ls
(hJ)=(0,0) ”(h’k)” (hJ)—(0,0) /h2+k2 (h,k)—(0,0) 2
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upponiamo invece @ <— e sia g(h,k)=————_. Banalmente si verifica che g(h,k)\o per
2 VR +k?
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(h,k) — (0,0) . Basta infatti considerare g(h,h)= |h
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(b) Dato che f(x,0)=f(0,y)=0 segue che gi(o, 0)= gi(o, 0)=0. Sia
x y

£ ()= £0.0)~(Vf(0.0).(h.k)) _ [ [k]”
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Consideriamo tale funzione Ilungo Ila

g(hk)= 3
(h*+&7)

1 e s discont
———— che ¢ discontinua per a+ 5 <3.

(V2]

Supponiamo, invece, &+ £ > 3. Dalle disuguaglianze

bisettrice del primo e terzo quadrante: g(h,h) =

o a o B
=) < () = (i) =(N0) < (V) = (i)
si ottiene
a8 h2+h2)&2ﬂ a+B-3
0< |h| |k| S( =(h2+h2)TM>O in quanto a+ 5 >3.

(h2+h2)% (h2+h2)%

Esercizio 7 E immediato verificare che fe C' (R2 \{(0,0)}) . La funzione ¢ continua nell’origine.
Infatti:

SUMO




Dato che f(x,0)=f(0,y)=0 segue che f (0 0)—i(0 0)=0. Studiamo la differenziabilita

nell’origine:

| £ (h.J) = £(0,0)=(VF(0,0). (h,Kk))| 4|y| 2 Yy X oy
| o (e (x+y)(x 7))
4
. ) ) ) .. 21 13 (x2)4 3(|y|3)3 )
Utilizzando la disuguaglianza di Holder si ottiene x |y| < 1 + da cui
- X +3y*
X |y| ,x2+y2 < 4 \/x2+y2 \/x +y? eno00 g
(x8+y4) (x8+y4)
La funzione risulta quindi differenziabile nell’origine. Utilizzando le regole di derivazione si ottiene:
4 11_3 4 2 4 4.6
i( D= X'y’ 8xy2 ai(x’y)=38xy4_ )cy2
x4yt (x +y) dy X +y (x8+y4)

. o I
dai cui fe C'(R?) perché = (x,x*)=—
fec(R*) p 5 =3



