AM2 2006-2007: RECUPERO II ESONERO

TEMA 1. Sia f € C*(R?). Provare che
feCYD,(u)) = f édifferenziabile in .

TEMA 2. Sia f € CY(R"), v € C'([0,1],R"). Provare che

%f(fy(t)) =< VS(y(1),4(1) >

Siano f € C'(R",R™), ge C'R™ RF). Provareche gof e C'(R" RP)
Joor(w) = Jy(f(2))J(2)

TEMA 3. Sia f € C*(R",R). Provare che:

flu+h) = f(u)+ <Vf(u), h> +% < Hi(u)h, h > + o (||h[]%)

TEMA 4. Sia f € CI(RQ,R). Sia  f(0,0) =0 e f,(0,0) # 0.
Provare che
36 >0, 30 > 0,3 p € C'((=4,9),(—0,0)) :

f(x,y) = 07 (x,y) € (_(57 5) X (_07 U) And Yy = QO(SC)

TEMA 5. Sia (X, d) spazio metrico completo, T': X — X  contrazione.
Provare che T ha un punto fisso.

Applicare quindi il Teorema delle Contrazioni per provare il Teorema di esistenza
ed unicitd locale per il problema di Cauchy

$(t> :f(xl(t>7‘”axn(t>>7 ZL’(O) = Zo

ove f € C*(R",R") e 79 € R™ sono dati.



ESERCIZIO 1
Yy 2
Sia  f(z,y) = [e "dt.

Calcolare massimo e minimo valore di fin  {(z,y): z*+y?> <1}

ESERCIZIO 2

Sia  f(z,y) = («* = y*)*(y — V)

Determinare i punti stazionari di f e determinare tra questi i punti di minimo o
massimo locale.

ESERCIZIO 3
Sia f come nell’esercizio 2.

Dire, giustificando la risposta, per quali ¢ € R l'insieme di livello I'. = {(z,v) :
f(z,y) = ¢} é, localmente, grafico cartesiano.

Provare poi, utilizzando il Teorema del Dini, che 'y ha retta tangente nel punto
(4,2) e scrivere la retta tangente a I'y in tale punto.

Provare infine, utilizzando il Teorema del Dini, che 'y ammette vettore normale
in (1,2) e calcolarlo.

ESERCIZIO 4

Sia f(z,y,2) = Z4= | f(0,0,0) =0,

x4+z2+y4’

Calcolare, se esistono, le derivate parziali, le derivate direzionali, il differenziale
di fin (0,0,0).



SOLUZIONI

ESERCIZIO 1 Vf(z,y) = (—2ze*",e¥") non é mai nullo, e quindi f
raggiunge il suo massimo e minimo valore sulla frontiera {(z,y): 2?+y*=1}1in
punti che debbono soddisfare il sistema Lagrangiano

—2ze " = 2z, eV = 2y, 224+y*=1

1 1
Una prima soluzione é (0, £1) cui corrispondono i valori [ e *dt, — [e ¥dt. Se
0 0

2
-y 4 (1022 4 2
x # 0, deve essere - =\ = —e" = —e (1=v") ovvero —2ye ¥ 3 —1 =1

Tale equazione ha esattamente due soluzioni (necessariamente negative) perché,
come si vede subito, (—2ye V'3 1) = _2e ¥ 11 4 62 — 4yt) = 0 se e
solo se y = j:\/“f;/ﬁ e dunque y — —2ye_y4+3y2_1 é strettamente crescente tra
—0 e —\/?’JFT‘/E ed é strettamente decrescente tra —\/% ey = 0. Siccome
—\/% < —le,iny = —1, —2ye ¥ 3" ~1 yale 2¢ > 1, concludiamo che vi
¢ esattamente una soluzione y € (—1,0) cui corrispondono due punti stazionari
(vincolati) (#,/1 —%2,%). La natura di tali punti si stabilisce pii facilmente stu-

Yy
diando direttamente la funzione vincolata y — [ e dt la cui derivata, data da
1—y2
e~V [1+2ye ¥ *+3"~1] ha esattamente lo zero y in (—1, 1), che é, come si vede subito,
un punto di minimo.  Concludiamo quindi che

(0, —1) é punto di massimo relativo sul bordo
(0,1) é punto di massimo assoluto

((£4/1 — ¥2,y) sono punti di minimo assoluto

((0,—1) non é massimo locale in { 2%+ y? < 1} perché f,(0,y) > 0Vy)

ESERCIZIO 2 flx,y) = (2% — y*)*(y — V) =

V7 = (10l = )~ V)~ 5l P (e V) 4 0 ) =

1
2V
=(0,0)
& eV ) = 5 - Al —VEE ) = (- e

2 —y? =0 oppure SryE(y— @)= (1 —y?), (2 —y?)=dyly—V3) ©



x=0=1y oppure 2zy/z = y. La soluzione (0,0) é gid inclusa nell’insieme
{z* — y? = 0}. A queste soluzioni vanno dunque aggiunte le soluzioni del sistema
20 /r =y, (2®—y?) =4dy(y—+/7) che fornisce x =35 y= 272‘0/02_0. Dunque
1 punti stazionari sono

i punti delle due semirette z+y=0, >0 e z—y=0, >0

ed il punto (55, 272‘0/02_0).

Nella regione  {y > y/z} i puntiin {z? = y?} sono tutti di minimo, perché
sono zeri di f che é non negativa in tale regione, mentre nella regione {y < \/z}
i punti in {z? = y?} sono tutti di massimo, perché sono zeri di una funzione non
positiva. I punti (1,1) e (0,0) , intersezioni tra le rette 22 — y? = 0 e la porzione di

parabola y = y/x non sono né massimi né minimi perché sono zeri di f ed f cam-

bia segno attorno a tali punti. Infine il punto (%, 272‘0/(?0) appartiene alla regione
{y < Vz} N {y > z} ed in tale regione f é negativa mentre sul bordo f é nulla:

possiamo concludere che si tratta di un punto di minimo.

ESERCIZIO 3 Sia f come nell’esercizio 2. Dire, giustificando la risposta,
per quali ¢ € R linsieme di livello I', = {(z,y) :  f(x,y) = ¢} ¢, localmente,
grafico cartesiano.

I valori cririci di f, cioé i valori di f nei suoi punti critici, sono 0 e f (2%, 272‘0/3_0).
In altre parole non vi sono punti critici di f a livello ¢, cioé non ci sono punti critici

di fin T, se e solo se ¢ # 0, f(~ 27‘/%). Per il Teorema del Dini, I, é localmente

207 200
attorno ad ogni suo punto un grafico cartesiano se e solo se ¢ # 0, f (%, 2726020).

Siccome f(4,2) = 0, (4,2) € T'y. Inoltre, localmente attorno a (4,2) I'y é il
grafico di y = /.
Siccome f(1,2) = 9, (1,2) € I'g. . Siccome, dal teorema del Dini segue che

(1, —;:83;) é vettore tangente a I'g in (1,2) V f(1,2) é vettore normale a I'g in (1, 2).

5 2
ESERCIZIO 4  Siccome  f(z,y,2) = _zwzd) , £(0,0,0) = 0 é nulla

I4+y2+247
lungo gli assi coordinati, le derivate parziali in f,, f,, f.  sono tutte nulle in (0, 0, 0).
Poi, 1f(tz,ty,tz) = t%w%i?;% —¢0 0, le derivate direzionali in (0,0,0) sono
tutte nulle.
Infine, siccome le derivate perziali in zero sono tutte nulle, differenziabilita in
2
x?yz3)

YR tende a zero quando x? +y*+ 22 tende a
Ty Tz ety +z

zero equivale a dire che

2
. . 2 . z3) ’: .
zero. Ma , calcolando tale quoziente in (x, x*, x) troviamo W che va all’infinito

2x2 424
al tendere di x a zero: f non é differenziabile nell’origine.



