Esecitazione AM2 n.6-A.A. 2006-2007- 11/12/06
Massimi e minimi liberi e vincolati di funzioni in pia variabili
1. Determinare i punti di massimo e di minimo locale delle seguenti fun-
zioni:
(a) f(z,y) =2y —y—1in R
(b) f(z,y) =22° +y* — 32° — 3y in R,
(c) flz,y) = (lz[+y)e ™ in R%

2. Calcolare i massimi e i minimi assoluti della funzione f(x,y) = 22% +
y?—zin A={(z,y) € R¥z* +¢* < 1}.

3. Calcolare i massimi e i minimi locali della funzione f(x,y,z) = 2 +
y? + 22 — 2%y? in R3,

4. Si determinino gli estremi di f(z,y,2) = (z +y + 2)? sotto il vincolo
g: 2 +2y*+ 322 =1.

5. Sia g(z,y,2) = 22 — zy — 1 = 0, si determinino i punti della superficie
g = 0 piu vicini all’origine.

Soluzioni

1. (a) Calcoliamo i punti stazionari ovvero dove si annulla il gradiente:

of B of o
%(I,y> =Y+ 17 ay(xuy) =T ]-a

y+1=0 y=—1
r—1=0"] z=1
studiamo la natura di tale punto considerando la matrice Hessiana:

Hy(1,-1) = ( (1) (1) )

poiché il determinante det H¢(1, —1) = —1 < 0, il punto P(1, —1)
non é ne di minimo ne di massimo.

. Per tanto risulta P(1, —1) punto stazionario,



(b) Calcoliamo i punti stazionari ovvero dove si annulla il gradiente:

9 0
a_i(x’ y) = 62° — 6z, a—i(x,y) =3y* -3,
o°f 0 f
gz (@y) =120 =6, Z5(x,y) = by,
0*f
D00y ") =0
622 — 62 =0 =0 =1 .
32 —3=0 ') y=+1 e y=41 Per tanto risultano

Pi(0,1), P(0,—-1), P3(1,1), Py(1,—1) punti stazionari, studiamo
la natura di tali punti considerando la matrice Hessiana:

= (o)

poiché il determinante det H¢(P;) = —36 < 0 , il punto P, non é
ne di minimo ne di massimo;

H;(P) = < _06 2 )
o f

poiché il determinante det Hf(P) = 36 > 0 e il termine 5% =
—6 < 0, il punto P, é di massimo locale per f;

Hf(P:S):(g g)

poiché il determinante det Hy(P3) = 36 > 0 e il termine 35 =
6 > 0, il punto P3 é di minimo locale per f;

Hf(P4):<g —06)

poiché il determinante det H¢(P;) = —36 < 0, il punto P; non é
ne di minimo ne di massimo.
(c) Risulta:
(x+y)e ™ sex>0
(—z+y)e ™ sex <0 dobbiamo studiare cosa succede per
Y sex =0
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>0, <0, z=0.
Studiamo f in R x R, calcoliamo i punti stazionari ovvero dove
si annulla il gradiente:

0 0
) = —ylat e, Sha) = e —ala s g
an —x —x 2 —x —x 2 —x
32 (@ Y) = —yeV—ye Wy (aty)em™ = —2yem "y (aty)e ™,
an —zy —xy 2 —xy
8—y2(x’ y) = —ze W —xze 4+ (z+ye
= —2ze ™ +2%(z+y)e ™,
an —zy —zy —zy —zy
awy(ﬂv,y) = —ye " —(z+y)e ™ —ye " +ay(x +y)e

= 2ze ™ —2ye™ +xy(x + y)e ™,
e(1l—-yl@+y)=0 [l-ylxt+y) =0
e1l—-z(z+y)=0" | 1—z(x+y)=0

{ yx+y) =z +y),(@+y)ly—2)=0
l=z(x+y)

1
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punto stazionario, studiamo la natura di tale punto considerando
la matrice Hessiana:

_ef% _367%
HP)=| 5 14
V2 V2

poiché il determinante det Hy(P) = e — et =4e7! <0, il
punto P; non é ne di minimo ne di massimo locale.
Analogamente studiando f in R* xR si ottiene solo un altro punto
stazionario che non é ne di minimo ne di massimo locale.

Consideriamo P(0,y),

Of py = 0= F09) (1t] +y)e™ —y

= lim

aflj’ t—0 t t—0 t
t —ty —ty 1 t —ty _ 02—ty 1
g M) e ey
t—0 t t—0 t —ty



—y* (e -1)

e risulta lim;_q = —y2, mentre non esiste il limite

. tle—ty . .. .
lim;_q HGT, pertanto neanche il nostro limite esiste. Dunque

la f non dotata di derivata parziale rispetto ad z in Py(0, yo),
Yo € R, se y > yo allora f(0,y) =y > yo = f(0,%), se y < yo
allora f(0,y) =y < yo = f(0,y0), tutti i punti del tipo P non
sono ne di minimo ne di massimo locale.

2. Cerchiamo i punti stazionari di f all’interno di A:
of

— =4r -1, — =2

g DY) =4 — 1, o (z,y) = 2y,

4r—1=0 r =31 r=1
4 : 1
{ 2 =0 , { Y= e { y—+1 Per tanto risulta P0<4,O),

punto stazionario interno al dominio A.

Studiamo f ristretta alla frontiera di A parametrizzata f, , FrA =
T = cost

CEZ N B

per ogni ¢ € [0, 27]:

flp(t)) = 2cos?t +sin*t — cost = F(t),

F'(t) = —4costsint + 2sintcost +sint = —2costsint +sint

0<t<2m F'(t)=0<%<sint(—2cost+1)=0

t € [0,27] :

(sint = 0) & (t =m), (cost =3) & (t=%) e (t =2r—% = 3nm);
F(0)=F(2r) =1.

Confrontiamo i valori di f nei punti trovati:

Po(i’ 0)7 Pl(l’ O)7 PQ(_L 0)7 PS(%? @)P4(%7 _g)’ f(PO) = 12% i =

—5 f(P) =1, f(P) =3 f(P)=f(P)=2}+3-3=3 Per
tanto Py é un punto di minimo globale ( e locale) e P, é un punto di
massimo globale.

3. Calcoliamo i punti stazionari ovvero dove si annulla il gradiente:

o (z,y,2) = 2z — 2zy?, o (z,y,2) = 2y — 227y,
ox dy
’f _ s O°f _ 2
@(1‘7?%2/)_2_23/7 a—yg(x>y>z>_2_2x>
0 0?
a_ﬁ(x7y7z>:2z7 a—ZJ;(ZanaZ):Z



an 2 82]6
=—14 =0, = =0
away(x7y7z) xy? a a (x7y7z) 9 axa ('r?y7z> 9
22(1—y?) =0 x =0 y? =1
201 —2*) =0 ,¢ y=0 e (z2—1)2y=0 ;
z= z=0 z2=0

y=0 e 22=1 e 2z*=1 . Per tanto risultano P(1,1,0),
z = z=0 z2=0
Py(—1,1,0), P3(1,—1,0), Py(—1,—1,0) punti stazionari, studiamo la
natura di tali punti considerando la matrice Hessiana:

2 -2y —4axy 0

H¢(x,y,2) = —4dxy 2—-2x 0

0 0 2
2 00 2—A 0 0
H/P)=( 020 | .H(P)-MN=[ 0 2-x 0
00 2 0 0 2—A

poiché il determinante det(Hp(P;) — X)) = (A= 2)? ; Ay = Ap = A3 =
2 > 0 il punto P, é di minimo locale;

0 —4 0 S
Hi(P)=| -4 0 0 | Hy(P)—AM=| -4 =X 0
0 0 2 0 0 2-2\

poiché il determinante det(H(Py) — M) = A2(2—X)—16(2—)) = (2—
NA2=16) = (2= NA—4)A+4), M =2>0, \y=4, Ag=—-4<0
(m=MX3 <0< M = \y) il punto P, non é ne di minimo ne di massimo
locale;

040 “A 40
Hi(P)=( 400 | ,Hy(P)—A=| 4 =X 0
00 2 0 0 2-2A



poiché il determinante det(H(P3) — M) = A2(2—X)—16(2—)) = (2—
NA2=16) = (2= NA—4)A+4), M =2>0, \y=4, Ag=—-4<0
(m=MX3 <0< M = \y) il punto P; non é ne di minimo ne di massimo
locale;

040 “A 40
H(P)=| 400 | Hy(P)—AM=| 4 =X 0
00 2 0 0 2-2A

poiché il determinante det(H(Py) — M) = A2(2—X)—16(2—)) = (2—
NN =16) = 2= N)A=4)A+4) , A =2>0, =4, A3=-4<0
(m=MX3 <0< M = \y) il punto P, non é ne di minimo ne di massimo
locale;

0 —4 0 N
Hi(P)=| -4 0 0 | Hy(P)—AM=| -4 =X 0
0 0 2 0 0 2-2A

poiché il determinante det(H;(P5) — M) = A2(2—\)—16(2—)\) = (2—
NAZ=16) = (2= N A=A +4), M =250, =4, \3=—-4<0
(m= X3 <0< M = )\) il punto P5 non é ne di minimo ne di massimo
locale.

. Risulta f(z,y,2) > 0 per ogni (z,y,z) € R? per cui il minimo di f in
R3 ¢ 0 e i punti di minimo sono tutti i punti del piano +y+2z = 0. Per
tanto i punti di minimo di f sotto il vincolo % 4 2y? + 322 = 1 saranno
r+y+z=0
2+ 2y +322=1"
il vincolo é compatto per cui per Weierstrass f é dotata di massimo
globale, inoltre il vincolo non ha punti singolari. Posto g(z,y,2) =
2% + 2y? + 322 — 1 i punti di massimo di f vincolati a ¢ = 0 si trovano
tra i punti critici vincolati seguendo il metodo dei Moltiplicatori di
Lagrange. La Lagrangiana del problema é:

i punti della curva { f e g sono di classe C' e

L(z,y,2,\) = (v +y+2)* = Ma? + 2> + 322 — 1)



i punti critici sono soluzioni di:

2 +y+2) —2x=0 2M(z —2y) =0
2@ +y+z2) —4y=0 2M(x —32) =0 o
2@ +y+2)—6XAz2=0") 2(zr+y+2z) —6Az2=0 per A = 0si
2 4+27+322-1=0 | 2 +224+32*-1=0
ottengono i minimi gid determinati, per A # 0
(11 /6
y=1lo y==+3\/1
Z=3x : z::t% L,
B+ 1?2+ 12— 1=0 B .
- 11

per tanto risultano( v/ l,ily/li % )puntl di massimo e
(( Vi Esy/ o B/ o )) = Y massimo vincolato di f.

. Dobbiamo minimizzare la distanza dall’origine, o equivalentemente il
quadrato della distanza. Il quadrato della distanza da un generico
punto dello spazio (x,y,z) dall’origine é: f(x,y,z) = z? + y* + 2°
occorre detrminare il minimo di f vincolata a g = 0 e il vincolo é un
chiuso quindi tale minimo esiste. Il vincolo non ha punti singolari, f e
g sono di classe C*° utilizziamo il Metodo dei moltiplicatori di Lgrange.
I punti di minimo vanno cercati tra i punti critici vincolati di f. La
Lagrangiana del problema é:

L(z,y,2,\) =2+ y* + 2 = A\(2* —ay — 1)

20+ Ay =0 202 — A =0
i punti critici sono soluzioni di: 2y +Ar =0 —2+ % =0
’ 22 =2 z=0 ") z=0
22 —ay—1=0 y=—1
da cui per A = 2 e x = %1 i punti critici sono Py(1, —1,0), ( 1,1,0)
202 + 1y =0
Py = f(P) =2zper A= 14 Y ihas =y =0ei
A=1

punti critici sono P3(0,0,1), P,(0,0,—1) f(Ps) = f(Ps) = 1; pertanto
i punti di minimo richiesti sono P; e Pj.



Lavoro per casa

1. Determinare i punti di massimo e di minimo locale delle seguenti fun-
zioni:

(a) f(z,y) =coszsiny in R?
() f(z,y) = 2* + 2%y + y* + 3 in R2

2. Calcolare i massimi e i minimi assoluti della funzione f(z,y) = 24z* +
3y — (x — y)? nel trangolo di vertici A; = (0,0), Ay = (0,1), Az =
(1,1).

3. Si determinino gli estremi della funzione

_ 2 2 _ Cineali
flx,y,2) =2 —x+y*+ylz+z—1) CODlVlnCOh{x—}-y—i—z:l .



