Esecitazione AM2 n.1-A.A. 2006-2007- 29/10/06

Serie di Taylor e analiticita

1. Dopo aver verificato ’applicabilita del teorema di integrazione per serie
trovare:

| .
(a) J, 7= At

fo rcosr dz;

arctan x
fo : dz.

2. Sviluppare in serie:

e” in serie di potenze x — 2;

log x in serie di potenze x — 3;

)
)

(c) /log I%5;
) 6

pur essendo C° non é analitica.

Serie di potenze complesse:

4. Trovare il raggio di convergenza:

zz S (-1 Zj;, S((- " S (@ sinn)na"
n=1 n=1 n=1

5. Studiare la convergenza puntuale, assoluta, uniforme e totale delle
seguenti serie di potenze complesse:

0 _(=x)" .
(&) Dot Fugiogns
(b) Zoo n+( ) n+12n

n=1 n+logn
(c) S2°°, 2 2n (lavoro a casa, formula di Stirling: n! ~ n"e™"\/2mn);

nln”

1



(d) >°22, 2n—2leeanzn (lavoro a casa).

Soluzioni

1. (a) La convergenza risulta uniforme per tanto

/x / t2"dt:§: A
0 1—|—t2 n 2n + 1

n=1
(b) Ricordando che: data (f,)nen, fn @ X — R, f, — f uniforme-
mente e p : X — R, limitata allora risulta f,o — fo uni-
formemente, per cui /z Y7, ¢ S

3 o=

x

— /xcosr uniformemente,

2n!
e risulta
! \3/— d /1 i (_1) 2n+%d
rcosr dz = T z
0 0 <= 2nl
R N
N 2n! Lon+ilo 2n! 6n+4
n=1 n=1

(c) In[0,1], laserie 2, (—1 )”2’” —7 ¢ uniformemente convergente per

il criterio di Abel, per tanto:

D arctan x 'S " S DL
/ — dr — / Z(—l)" dz = Z / z"dx
0 x 0 = 2n+1 —~2n+1J

o 1 p2ntl o n
:nz::l n+1[2n—|—1] nz::l 2n+1
2. (a)
a:_2x—2_2oo(x_2)n )
e"=ee""=e X;T,perweR,
(®) 3+3 3
log x = log <3x7) log 3 + log <1 + T)

(e e} . 3 n
=log3 + Z(—l)"l%, perz € (0,6].



1
log —z = é[log(l + z) — log(1l — z)]

]__
1 0 " 00 " 0 I.2n+1
_1 e __}: ~1,1);
2[; yris Z 2 ;%H,peme( 1);
(d)
6 1 5
(1—2)(1+5z) 11—z 1452’
1 = .
1_x:;x,a:€(—1,1),
5 > > 11
— 55 (=52)" = S (=1)"5" 1, e( )
1+ 5z ;( 7) ;() o 55

- 11
= Z[l + (=1)"5" 2", perz € ( -, —)
55

3. La funzione é C* perché é continua, infatti lim,, .., f(x) = 0, risulta per
1

ogniz €#£0 f'(z) = eiﬁi—f — 0 per x — 0 e inoltre risulta per ognin €

N f™(z) = €7C'%2P3n<%) — 0 per x — 0. Risulta invece non analitica

perché,; se lo fosse, dovrebbe potersi scrivere come sviluppo in serie di

potenza: y f(n) F20) pn = f(z), in(—4,0), ma tuttii termini sarebbero

nulli e non potrebbe lo sviluppo, identicamente nullo, convergere ad f,
dunque non é analitica.

4.3 2" ==,D(0,1),r =1;

Zzozl(_l)nz%L = 1+22aD(O 1) r= 17
>, Zn—T;, limsup,, .., ¢ % =0,r = oo;

Yoo (1) +2)2" limsup,,_ o ¥/ ((-1)"+2)=1,r =1,
Yo (2+sinn)"2", limsup,, ., v/(2+ sinn)” = 3, infatti la classe lim-
1

ite della successione {sinn} é [-1,1], r = 3



d.

(a)

Sia z € C, ¢, = ( }) risulta

3n1 ogn’
. ena]l 3n + logn

lim = lim

n— 00 ‘Cn‘ Nn—00 3(n -+ 1) + log(n + 1)

— 1, per n — oo,

r = 1, per tanto la serie converge per ogni |z| < 1, non converge
per |z| > 1, converge totalmente in ogni compatto contenuto nel
disco di convergenza D(0,1) ={z € C: |z] < 1}.

Sul bordo del disco non si ha convergenza assoluta, perché per
|z] = 1laserie Y 7 |cn| =D 00, m diverge essendo assimil-
abile alla serie ¢, ~ i per la convergenza semplice sulla circon-
ferenza di raggio 1 abbiamo che, sostituendo z = ¢, 0 € [—7, 7],
ovvero —z = €™ la serie diventa Y oo gnﬁ:;; che risulta es-
sere convergente per f # —m, ovvero per z # —1, per il criterio di
Abel-Dirichlet.

Ricordiamo:

CRITERIO DI ABEL-DIRICHLET

Sia {u,} n > ng, successione in R o C, e sia U, = > _;_ uy. Se:

i. {v,} é una successione reale, decrescente e infinitesima,

ii. {U,} é una successione limitata,

allora > | u,v, é convergente.

Risulta infatti che la serie >~ | ™m0 per @ # —1 ha la succes-
sione delle somme parziali limitata, poiché si ha

n i0\k _ |1l=eintDO 2
Zk:o(e ) - 1—eif = [1—€]
1

3 ¢ infinitesima e decrescente. Dunque la serie converge
ntlogn : : : :

semplicemente in tutta la circonferenza di raggio 1 tranne che nel
punto z = —1 e uniformemente su tutto il cerchio di raggio 1,
circonferenza compresa, escluso un intorno del punto z = —1.

{ 2ntl g0 p é pari

se e £ 1, e la successione

n+logn
1

Sia z € C, ¢, = per tanto risulta

se n ¢é dispari
n+logn
lim,, .o /¢, = 1, r = 1 la serie converge per ogni |z| < 1, non
converge per |z| > 1, converge totalmente in ogni compatto con-
tenuto nel disco di convergenza D(0,1) = {z € C: |z| < 1}.
Sulla circonferenza di r = 1 la serie, sostituendo z = e, con 6 €
|—m, 7], risulta Y~ | %ew” che non converge in quanto il

4



. —1)"n4+1 .
termine %e”h@t‘m non tende a zero per alcun 6 (non esiste

il limite!).
Sia z € C, ¢, = n"—,'L ~ e ™"/2mn dalla formula di Stirling, per

n

tanto risulta lim,,_.., /¢, = lim, . <e*”\/ 27m> = %, r=cela
serie converge per ogni |z| < e, non converge per |z| > e, converge
totalmente in ogni compatto contenuto nel disco di convergenza
D(0,e) ={2z € C:|z| <e}.

Sulla circonferenza di r = e la serie, sostituendo z = ee

: o n! _ifn+1l ;

con § € [—m, ], risulta )~ e che non converge in quanto
ha lo stesso comportamento di >~ v/27ne™", che non converge
per alcun valore di € (il termine generale non tende a zero).

0 — pi0+1

Sia z € C, ¢,, = 2"21%82™ per tanto risulta

limy, o0 /Cp = limy,_ oo (20 20827) 5 = 2, = 5 la serie converge
per ogni |z| < %, non converge per |z| > %, converge totalmente in
ogni compatto contenuto nel disco di convergenza D(0, 3) = {z €
C:lz| < %}

Sulla circonferenza di r = % la serie, sostituendo z = %eia, con 6 €
[—, ], risulta Y o7 2n—2lee2n=leifn che converge assolutamente
poiché la serie dei moduli ¢ >°>° | % che converge.



