Esecitazione AM2 n.1-A.A. 2006-2007- 02/10/06

Successioni di funzioni

Studiare la convergenza puntuale ed uniforme delle seguenti successioni
di funzioni:

1.

folz) =22z ACR.

- n+1’

folx) = Sizgff), z eR.

fo(@) = nze™ z € [0, +00);
stabilire se vale il teorema di passaggio al limite sotto il segno di inte-
grale in [0, 1], ovvero se lim,,_,« fol fo(z)dz = fol lim,, o0 fn(x)d.

o n2$2 .
fulz) = s, © € R e verificare che

lim,, o [, fo(@)de = [1, Tlim, o fo(z)dz = 0.

fo(z) =nPze ™ pe R, ne N zel0,o0.

_ l—e® : : __ ne "%
fa(z) = =55~ @ € R e la successione delle derivate g, (z) = "~ se

ha senso studiarala.

n

Jn(z) = v — %, x € [0,1], verificare se vale il teorema di passaggio al
limite sotto il segno di derivata.

fo(z) =nz(1 —2*)", x € [—1,1]. Si verifichi che:
limy, oo [ fu(z)dz # [; lim, o folz)de.

. fa(z) = Zarctan(nz), z € R e verificare che ¢ possibile integrare ter-

mine a termine

lim,, o fol fo(x)dz = fol lim,, oo fr(z)d.



10. fo(x) =n™, in R.

2nx se z € [0, 5]
11. fo(z) =4 2—2nz se xz € (in, ] in [0, 1] e verificare che é possibile
0 se x € (=,1]

integrare termine a termine lim,,_ fol fo(z)dz = fol lim,, oo fn(x)dx
Soluzioni
1. Siax € A, lim, 4o fn(x) = & = ja(z) ingezione canonica di A in R ;

la successione converge puntualmente all’ingezione canonica di A.
Studiamo la convergenza uniforme: supponiamo A limitato

dM > 0t. c. perognixeA'|:z:|<M | fu(z )—jA( )|—|n+1—x|:
nxnjlra{ = n+1‘ — n+1’ 0 < SupIGA ‘fn( ) (ZL’)| S n—Jrl - 0’ qull’ldl
la convergenza é uniforme. Se A non é hmltato la convergenza é solo
puntuale.

2. Sia x € R, lim,, 1 fu(z) = 0; la successione converge puntualmente
alla funzione f(z) =0 in R.
Studlamo la convergenza uniforme:
sin(nz 1 1
[T < [sin(na)| 4 < 745, 0 < SuPger | fu(2) = f(2)] < g — 0
per n — oo, quindi la convergenza ¢é uniforme.

3. Sia x € [0, +00), lim, 4 fu(z) = 0; la successione converge puntual-
mente alla funzione f(x) =0 in R.
Studiamo la convergenza uniforme:
per ognir > 0in [r,+00) le f,(x) per n abbastanza grande sono decres-

centi per cul Supa:e[r,—&-oo) ‘fn(x) - f(ZE)| = Sup$€[r,+oo) fn(x> = fn(r) =

nre ™’ — 0 per n — oo, qundi abbiamo convergenza uniforme in
[r,4+00) per ogni r > 0. La convergenza non ¢ uniforme in [0,1], il
SUPze0,1] |fn(z) — f(2)] = SUPze(0,1) Jn(z gne — OO0 per n € o0
(f(x) = ne ™" (1 + 2na?)), infatti rlsulta
lim,, oo fol fr(z)dz = lim,, o fol nre " dy = — lim,, ., (—%-1)=
. i
limy oo 5(s5 + 1) =5 #£0=[; f(z)dzx

4. Sia z € R, lim,, ., fn(x) = (1) 2;1*_7&00 0, la successione converge

puntualmente alla funzione f(x) in R.

2



Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamon € N, x € R f,, é continua e f non é continua per tanto la con-
vergenza non ¢ uniforme poiché conserva la continuita. La successione
risulta uniformemente convergente in R \ (—a a) per ogni a > 0, in
quanto risulta Sup|y(s, |fu(@) — F()] = $up, s | 2oy — 1| = 1z —
0 per n — oo. Nonostante la convergenza non sia uniforme in [—1, 1]
vale

n2¢2 1

lim,, o f fo(z)dz = lim, o f | TinZa? dzr = lim,,_ f_ll (1—m)dx

= 21lim, o fo ( m)dx = 2lim,,_,o [t—%ﬁn(nt)]é = lim, 0o (2—
W)

=2 = fjl lim,, o fr(x)da.

. Sia z € [0,00), lim, ;o fn(z) = 0, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(z) =0 in [0, 00).

Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamo n € N*| si tratterd di studiare dove la f/(x) > 0, f!(z) =
nPe " —pPTlpe™m® = pPemm®(1—nz) >0 0 <z < % Si prova che la
convergenza é uniforme in ogni intervallo del tipo [r, co) per ognir > 0 e
p € R, infatti in [r, 00) f/(x) < 0 definitivamente per n — oo e quindi
le f.(z) sono definitivamente decrescenti, dunque per n abbastanza
grande Sup,c(, ) | /(@) = f(@)] = sup,epyo0) f(2) = fulr) = nPre™™ — 0
per n — oo.

I [0, 1): £o(0) = 0, fu(1) = ne™™, fu(2) = nr-let e
—1 —

lim,, o SUP,c (o] [ fu(2) = f(2)] = lim, o nP e

Il limite puntuale é uniforme in [0, 1] se p < 1.

. Siax €R, fu(r) = - — < per z = 0 si ha lim, o f,(0) = 0, per

. A 1+n 14+n? . .
x > 0 si ha lim, e ™ = 0 = lim, o fu(z) = 0, per x < 0 si ha
lim,, oo €7 = 400 = lim, .o fu(z) = —00, quindi per z < 0 non ¢’

é convergenza puntuale, mentre in [0, 00) la successione converge pun-
tualmente alla funzione f(z) =0 in [0, 00).

Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamo n € N sup,cp, |fn(2) — f(2)] = sup,ep, 55—, si tratterd di

+
studiare dove la f/(x) > 0, f!(z) = ®— > 0 per ogni = € R,, per

—nx




_ 1 l—e ™ __ 1
tanto sup,cp, \fn(x) — f(z)] = hmg},_,<>O T T 0 per n — oc.
Dunque la successione converge uniformemente in [0, 00).
Studiamo la successione delle derivate g,(z) = *,-, € Ry, poiché

per x < 0 non ¢’ é convergenza puntule. Risulta convergere puntual-
1 se =0,
0 se x>0,
tinua, mentre g é discontinua in x = 0 dunque la convergenza non é
uniforme in quanto la convergenza uniforme conserva la continuita.
Sia a > 0, studiamo la convergenza uniforme in [a, c0):

fissiamo n € N sup, ¢y 00) 19n(7) — 9(7)] = SUDP,c(400) %, si trat-

mente lim,, . g,(x) = { ma per ogni n € N g, é con-

_nQefnz

terd di studiare dove la g,(z) > 0, g () = =5 — < 0 per ogni
x € [a,00), per tanto g, risulta strettamente decrescente in [a,c0)
quindi sup,ej, o0y [fu(®) — f(2)| = limg, o+ *- = "5 — 0 per
n — oo. La successione non converge uniformemente in [0, c0), ma se

ci discostiamo considerando a > 0 converge uniformememte in [a, 00).

. Sia x € [0,1] lim, 4o fu(z) = 2 per ogni z € [0,1], la successione
converge puntualmente alla funzione f(x) =z in [0, 1].
Studiamo la convergenza uniforme:

| ful@) — f(2)] < L, per ogni € [0,1], quindi la convergenza ¢ uni-

forme. La f, é derivabile f/(x) = 1 — 2" ! per ogni x € [0,1] e
0 sex=1

: / _ ’ !/ 4 /

lim, o f(z) = { 1 se ze0,1), per tanto f'(1) # lim, . f/ (1),

f/ non é uniformemente convergente in [0,1], non vale il teorema di
passaggiio al limite in x = 1.

. Sia z € [—1,1], lim, o fn(z) = 0, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(z) =0 in [—1,1].

Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamon € N, SUPze[-1,1] | fu(z)—f(2)| = SUPge[-1,1] | fulz)| = fn( 14_1271) =

n . , o .
\/1’;72” (li—’;n) — 400, per cui la convergenza non ¢é uniforme. Risulta

limy, oo fy fo(@)de = limy, oo 5025 = 5 # fo limy oo fu(2)dz = 0.

. Sia z € R, lim,, o fn(z) = signz, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(x) = signz in R.

Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamo n € N, la convergenza non ¢é uniforme in quanto la funzione
limite f é discontinua invece f,, é continua e la convergenza uniforme
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10.

11.

conserva la continuitd. Risulta possibile I'integrazione termine a ter-
mine:

lirln,Hoo fol fo(x)dz = lim, . ;(arctann — %log(l + n2)) =1 =
Jo limy, oo fr(z)da.
Sia z € R, fu(z) = n™ = €8’ = enloen ¢ (1) é crescente in

x, fu(z) > 1 (n*logn > 0) per ogni z, se ¢ > 0 f,(z) < n — +o0
logn

per n — oo, se x < 0 f,(z) = fu(—y) = e — 17 per n — oo, per
tanto la successione converge puntualmente alla funzione f(z) = 1 in
(—00,0).

Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamo n € N, in [—r, 0], r > 0, sup|_,.q [ fu () = f ()| = sup_, o (n"" —
1) =n—1 — oo per n — oo, quindi non si ha convergenza uniforme in
intervalli del tipo [—r, 0] e anche in intervalli contenenti I'origine. Con-

sideriamo (—oo, —¢], € > 0 per isolare l'origine, risulta sup _ ., . [fn(z)—

f(z)] = e

n¢ —1 — 0 per n — oo.Dunque f,(z) converge uniforme-
mente a 1 in (—oo, —¢], con € > 0.

Sia € [0,1], lim,, 1 fa(x) = 0, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(x) =0 in [0, 1].

Studiamo la convergenza uniforme:

fissiamo n € N, la convergenza non ¢ uniforme in quanto sup ¢y 1 [ fn () —
f(x)] = sup,cio1) fu(x) = fu(z:) = 1. Risulta possibile integrare ter-
mine a termine:

lim,, 00 fo fo(z)dz = lim,, o 5 5 =0= fo lim,, o fr(x)dx

Lavoro a casa

Cfulz) =4/22+ 1z eR;

stabilire se vale il teorema di passaggio al limite sotto il segno di
derivata.

fu(z) = #ﬂ, x € [0, 00).



4. fu(®) = 1zpz, T € [1,00).

5. fa(z) =n? [ = s 4t 2 € [0, 1]

Soluzioni

1. Sia # € R, limy_ 400 fu(2) = /T~ = |2|; la successione converge pun-
tualmente alla funzione f(x) = |z| in R.
Studiamo la convergenza uniforme:

|fn(x)_f(x)| = I2+——\/_ \/%j:/_ \/7—>Oper

n — oo, quindi le f,, convergono uniformemente a f Le f, sono t.c.

fi(x) = \/;T, n(2) — 7 per n — oo; le f sono tutte derivabili,

:IH

n
le f, convergono verso f, ma f non derivabile (la successione delle
derivate non uniformemente convergente), quindi non vale il teorema.

2. Sia x € [0,00), lim, 1o fu(z) = 0, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(x) =0 in [0, co).
Studiamo la convergenza uniforme:
fissiamo n € N, si tratterd di studiare dove la f/(z) > 0, fl(x) =

“(':fl_);”’ > (0 per ogni x > 0, quindi la f, é strettamente crescente in
tutto [0,00), Sup,epo co) [fn(2)=f (2)] = SUP,e(o 00y fu(2) = limgoe fr(x) =

% — 0 per n — oo, quindi la convergenza é uniforme in [0, 00).

3. Sia x € [0,00), lim, 4o fu(z) = 0, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(z) =0 in [0, o).
Studiamo la convergenza uniforme:
fissiamo n € N*| si tratterd di studiare dove la f/(x) > 0, f!(z) =
M = MR = g > 00— nte? = (1 -
n*2?) > 0& L > & 0< 2 <2 f(3) =4, SUD (0,00 | [ (2) —
f(2)] = sup,cjo.00) fu(x) = 5 per cui la convergenza non é uniforme in
[0,00). In [1,00) la f, sard decrescente ed f,(1) = 17
SUD,e(0,00) [fn(T) — f(2)| = 15z — 0 per n — oo si ha convergenza
uniforme in [1, 00).

4. Sia z € [1,00), lim, 1 fu(z) = 0, la successione converge puntual-
mente alla funzione f(z) =0 in [0, o).
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Studiamo la convergenza uniforme:

: x 1 1 1 .
fissiamo n € N, z € [1,00), T S T S o S gz, Per cu
SUDge[1,00) Tin?a? = # per il confronto la convergenza é uniforme in

[1,00).

. Siaze0,1] et € [0,z],sihache 0 <z"t <1 = 0 <sin(z"t) < 2"t
Risulta che:

0< fulx) =n? [ Sin(7gcnt)dt <n? [ EEdt = n?z" !, per tanto limy, o fu(@) =
0, per z € [0,1). Per z = 1, abbiamo che f,(1) = n? fol Sty — 400
per n — oo. Dunque la successione converge puntualmente su [0, 1[.
Studiamo la convergenza uniforme:

ogni f, é continua su [0,1], per cui se f, — 0 uniformemente in
A C [0,1], deve essere convergente a 0 in A, per cui A C [0,1 — §]
per qualche 0 €]0, 1[. D’altra parte se A verifica tale condizione risulta:
SUD,ca | ful(e) = F(2)] = Subyen fule) < n3(1— delta)™™ — 0 per
n — o00. Dunque si ha convergenza uniforme su insiemi A t. c.
A C [0,1 — 0] per qualche 6 €]0, 1].



