AMZ2: Tracce delle lezioni- VII Settimana

TEOREMA DEL VALORE INTERMEDIO

Cammini continui

Sia y(t) = (x1(t),...,x,(t)), x; € C([0,1]) Yi=1,...,n. Scriveremo
v € C([0,1],R™) e diremo che y é cammino continuo da ~(0) a v(1).

CONNESSIONE

C Cc R™ é connesso per archi se Vu,v € C, esiste un cammino continuo
~ tutto contenuto in C' e congiungente u con v:

v(t) € C Vvt €0,1], v(0)=u, y(1)=vw

ESEMPIO. GIli insiemi convessi sono connessi per archi: se u,v € C' con-
vesso, basta prendere come cammino da u a v il segmento congiungente u e v:
y(@t) =tv+ (1 —t)u, telo,1].

ESEMPIO di un insieme non connesso per archi: O, UQ,, O; aperti disgiunti.
Infatti, se u € O1,v € Oy, allora ogni cammino continuo vy congiungente u = v(0) e
v = ~y(1) interseca 0O; giacché, per la continuita di ~,

t:=sup{t €1[0,1]: ~(s) € 01 Vsel0,t]} e (0,1)
e, sempre per la continuitd di v, () € 90;.
NOTA. Se  ~(t) = (x1(t),...,x,(t)) é cammino continuo in C e f é continua

in C, allora f(v(t)) é continua in [0,1]. Infatti, ¢, € [0,1],¢ —, t = x;(tx) —
zi(t) Vi=1,....,n=7(ty) = (x1(t), -, xau(ty)) =k (@1(t), ...,z (t)) = Y(1).

Teorema del valore intermedio. Sia ¢ C R™  connesso per archi.
Allora f continua in C = f(C) é un intervallo.

Prova. Sia a= f(u), b= f(), u,veC. Siano z; € C([0,1]) tali
che (1) = (z1(t),...,z,(t)) € C ¥Vt €[0,1], ~(0) =u, (1) =wv.  Sic-
come t — f(y(t)) ¢ continua in [0,1] e  f(74(0)) = a, f(7(1)) =b , si ha
[a,b] C f(~([0,1])) (teorema del valore intermedio per funzioni di una variabile!).



DERIVATE PARZIALI E DIFFERENZIABILITA
In quanto segue, ACR" f:A—R, D.(u)CA u=(x1,...,2,).

DERIVATE PARZIALI Se t— f(t,zq,...,2,) éderivabile in ¢ =24,
diremo che f é (parzialmente) derivabile rispetto alla prima variabile z; in u e
scriveremo

_of o f@ A, ) — fan, . 2y)
fo (0) = a—xl(xl,...,xn). = }sli% 5
OVVero g—i(xl,...,xn) = %f(t,xg,...,xn)‘t:ml. Analogamente,
ﬁ(u) i flxy, ..o,z +0,...,m,) — fz1,...,2,) — lim flu—+de;) — f(u)
Ox; 6—0 ) 5—0 )

(e; ha coordinate tutte nulle eccetto la j-esima, che vale 1) se tale limite esiste finito.

Sia O aperto: f e CHO) se %, j=1,...,n esistono e sono continue in O.

DERIVATE DIREZIONALI Sia  h € R™ Se t— f(u+th)é
derivabile a destra in t = 0,  diremo che f é derivabile nella direzione h in u e

scriveremo
af f(u+th) — f(uo)
Oh t

(u) := %f(u +th),_,, = lim

t—0t

DIFFERENZIABILITA, DIFFERENZIALE, GRADIENTE

Se esiste un vettore a € R™  tale che
fluth) = [f(u)+ <a,h>] = o(|[n]]) per [[h]| =0
f si dice differenziabile in u, a si chiama gradiente di f in u e si denota V f(u):

fluth) = [flw) + <V f(u) h>]
7]

—lnf—0 0

Il funzionale lineare in R"™ dato da h —< V f(u), h > si chiama differenziale di f in
w e siindica df(u). Dunque

df(u) (h) = < Vf(u),h> Vh € R"
flu+h) = f(0) + df(u) (h) + o(||n]]) per |[[h|| =0
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ESEMPIO flr,y) = ag2™ + a1 2" 'y + ... + a1 2y™ 1t + a, y",
flx,y) = ey f(x,y) = sinzy  sono di classe  C'(R?)

ESEMPL 1 - (1)  f(z,y) = 7%, se > +y* £ 0, £(0,0) =0 é di classe

CH(R*\ (0,0)) ed ha anche derivate parziali in (0,0) :

0 3 _ 2 o 3 _ 2 o o

of vy o Of _wmay o OF g 9 gy 2 g

or (22 +y?)? oy (2% 4 y?)? ox oy
Tuttavia f non ha derivata in (0, 0) nella direzione A , a meno che non sia h = (x,0)
oppure h = (0,y) per qualche z,y, perché fltx, ty) = xﬁ’yQ.
Ricordiamo che f non é continua in zero. Dunque,

una funzione pué avere, in un punto, derivate parziali senza essere con-
tinua in quel punto.

A futura memoria: %(0, y) = é Vy #0  equindi % non é continua in (0, 0).

1642

(H) f(l',y) = ﬁ? f(0,0) = 0. E M = % —¢—0 0 =
%(O, 0)=0 Vhe R%.  Siccome f(x,2?) = H%, vediamo che

una funzione puod essere, in un punto, derivabile lungo tutte le direzioni
senza essere continua in quel punto.

(iii)  f(x,y) = :CQIQTny, se 224+y?#0, f£(0,0) =0 édiclasse C*'(R?*\(0,0))
ed ha derivate parziali anche in (0,0):

g:L‘yB, ﬁzw7 3_f(0’0>:3_f(0’0>:0
or (22 +y?)? oy  (x?+4y?)? oz y
Inoltre, in (0,0), f é derivabile in tutte le direzioni: %(O, 0) = li%m @ = f(h).
Inoltre, f é continua anche in zero: ;EQ < gxfﬁ’ﬂ <3.
Tuttavia f non é differenziabile in  (0,0), perché, se lo fosse, sarebbe
necessariamente V f(0,0) = (0,0) (vedi, ad esempio, la Proposizione 1) e quindi

f@y) f@a) _ wo-i

= O s
dovrebbe essere Tty (1), mentre === = &

Dunque

una funzione puéd essere, in un punto, continua e derivabile lungo tutte
le direzioni senza essere differenziabile in quel punto.

Notiamo che: |%(t,t)| = 1 per t # 0 e quindi % non é continua in (0, 0).



Proposizione 1 Sia f differenziabile in u. Allora f ¢ continua inu e

or or

2 —
Vh e R%, 3 ah(u) e 8h(u) =< Vf(u),h>
In particolare, %fj(u) esistono perognij e Vf(u)= ( g—afl(u), ey %(u))

Infatti | f(u+h) = f(u)| < | < Vf(u),h>+o(([h)] < (VS )] +o()][A]],

e quindi f é continua in u. Poi, Ve >0,30.: ||| =1,]t] <0 =
u+th)—f(u utth)—f(u)—<Vf(u),th of||th

LOtI0) (), > | = (LI | ) ¢

In particolare, %(u) = %%w =< Vf(u),e; >.

Proposizione 2 feCYD.(u)) = f édifferenziabile in w.

Prova. Per semplicitd: n = 2. Scriviamo v = (z,y). Da f,, f, continue segue

Ve>030=0.>0: g(w) a—f(v)H— g(w) g(v)] < e Vw,v € Ds(u)

o' Oz oy B oy
Applicando il Teorema Fondamentale del Calcolo a L f(r,y +1) = %(7, y+1t)
ea Lf(z,7) = g—g(x, 7)  otteniamo, per  s? 4 t? < 62,
ot st = 1) - | s + P |-
of of
z+s y+t
0 0 0 0
[ 5w -Ghn]or s / L om - L tan|ar] < e+
ESEMPIO 2. Le funzioni in Esempi 1 sono differenziabili per la Prop. 2

in ogni u # 0 mentre in (0,0), pur avendo derivate parziali e derivate in tutte le
direzioni, non sono differenziabili o perché discontinue (casi (i)-(ii)) oppure (caso
(iii)) perché %(O) = f(h) non é una funzione lineare in h.

Notiamo che in tutti questi esempi le derivate parziali non sono (ovviamente)
continue in (0, 0).



Significato geometrico del differenziale
(ovvero della forma lineare h —<Vf(0,0),h >, h € R")

Per semplicité, sia n = 2. Sia f:R? — R. Il suo grafico é la ’superfice’ in R3

{(z,y, f(z,y)) : (x,y) € dominio di f}

Piano tangente . Per semplicitd supponiamo f(0,0) = 0. 1l piano in R3

0 0
= 3_£(0’0>x+3_§(0’0>y (z,y) € R?

z
che ha la proprieta di approssimare bene il grafico di f in punti vicini a (0, 0):
f(h)= <V [(0,0), h >=o(]|A]]), h=(z,y) =0

si chiama piano tangente al grafico di f in (0,0, f(0,0)). E formato dai vettori

d d

(h, < V[(0,0),h>) = (5 (th), - [(th)) ~ h€R”
dt dt

(vettori tangenti al grafico di f in (0,0)) ovvero dai vettori tangenti in (0, 0)

alle curve ¢ — (th, f(th)) (h € R?).

Infine,

z= f(u)+ < Vf(u),h —u>, heR?
é il piano tangente al grafico di f nel punto (u, f(u)).

Significato geometrico del gradiente.

d ]
S (u+th) = a—i(u) =< Vf(u),h>

é la pendenza della curva ottenuta intersecando il piano {(u+th,z) : ¢,z € R} con
il grafico di f. Da

sup | <V f(u),h>] = [[Vf(u)l
segue: Vf(u) éla direzione di massima pendenza del grafico di f in u
e ||V f(u)|| éla massima pendenza di f in u.



ESRCIZIO 1. Se g € C([a,b]), f(z,y) = |g(t)dt, =,y € [a,b] x [a,b], é
% = —g(x), g—g =g(y), =,y € (a,b) e quindi f € C'((a,b) x (a,b)).

ESRCIZIO 2.  f(z,y) = @ £(0,0)=0 é continuain (0,0)
perché |f(z,y)| < 3vaZT+y2 Inoltre  3L(0) = lign@ =0 VheR? Ma
f non é differenziabile in (0,0): y = z* = \;% =

ESRCIZIO 3. Dati o, 3 > 0, sia

_ =yl

2 2 _ "
flz,y) = 2 se x°+y* #0, f(0,0)=0. E
of 2] Jy]” [(o = 2)2* + ay’] 2 2 of
— = 0, ==(0,0) =0
Ox z (22 + y?)? ’ e Ay 70, 81’( 0)
of |z|* [y|” [B2* + (B = 2)y’] 2 2 of
A 0, —==(0,0) =0
Abbiamo visto che  f  é continua in (0,0) & a+ [ > 2
Provare ora che
(i) esiste 2L(0,00 VheER? & a+p8>3
(i) f ¢ differenziabile in (0,0) & a+ >3
(iii) fec! & a+ >3 e a B>1.

() a+pf <3 = BB — 4otB3f(1 ) oy o +oo  (sea?+y? #0)
e a+p =3 = f(t+ty) —220250 f(z,y) e quindi, se a4+ p < 3,
f non ¢ derivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0). Invece,
a+f >3 = m —g2420 0 e quindi %(0,0) = 0 VheR2

(ii) Da (ii) segue che f non é differenziabile in (0,0) se « + 3 < 3.
Sia a + g > 3.
Siccome  f,(0,0) = £,(0,0) =0

f é differenziabile in  (0,0) < % —2442 0 0
Siccome
x| |y|? o
a>3 a+p>3 = L\y\g < (z* + y2)T3 1Y|? — 424420 0
(% +¢?)2



basta considerare il caso «, § € (0,3). Posto Ti= L2 ¢
allora 7€ (0,3min{a,8}), o« + 5 —27 =3 e

f(,y) i a0l
1/x2+y2 - $2+y2 ‘I’| ‘y| S |I’| |y| _>$2-|—y2_>()0

di nuovo in virtd di (x).
(iii) Da (iii) segue che fnon ¢ C'se o + < 3. Sia o+ 8 > 3.

of [z|° 7yl

Comein (i) a>1, a+ (>3 = |a\_a DR
T 24y

—>$2+y2_>0 0

mentre, se  «a € (0,1) e v >> 1 risulta

of
ox

t=2770=0) [(q — 2) #2772 + q

Y _
(t >t) - (t2'7+2 + 1)2

—¢—0+ +00
Analogamente,  f, —,24,2.00 sse o+ 3 >3 ef >1

ESRCIZIO 4. Dati «, 8 > 0, sia

g(ﬂc,y)—sguy2 se 2 +y # 0, g(0,0) =0.
dg ™ |yl° [(« — 4)z* + ay?] 2 o 9g
99 _ 0, 0,0 =0
Ox x (z* + y?)? se Ay 70, 8x( '0)
dg \%I“ |y|ﬁ [ﬂx4 + (5— 2)92] 2 2 dg
99 _ 0, 0,00 =0
dy y (zt +y?)? = T +y 20, 8y(’ )

Provare che

(i) g ¢ continuain (0,0) & o+ 26 >4
(ii) esiste  22(0,0) VheR? & a+ >3
(i) g ¢ differenziabile in (0,0) < a+28>5 e o+ (3 >3
(iv) geC! & a+28>6 e a 8>1

(i) Se «a+28 < 4, g(tr,t?y) = t*+t?~4g(x,y) non va a zero al tendere
di t a zero (se z? + y* # 0) e quindi g non é continua in (0, 0).

Sia dunque o + 2@ > 4.

Se flz,y) : = % 6 g(z,y) = f@®y) =20 0 perché
S + B > 2 (vedilesercizio 1) e quindi g ¢é continua.



g(tz,ty) +8-3 Jz* |yl?
o+ /8 < 3 = s ta B m _>562+y2*>0 —+00 e

i)
+3 =3 = g(t’”—t’ty) — 24420 “”‘ley‘ (se 22 +y*> # 0) e quindi,

(i

«

+ 4 § = [ non é derivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0).
+ 06 >

= e e 00 = 20,00 =0 VheR

(iii) Siccome g¢,(0,0) = g,(0,0) = 0

g ¢ differenziabile in  (0,0) < 9y —y24420 0

VT

Siccome a+23<5 = W) jat26-5 non tende a zero al tendere

1

NZEETS 2 (14+12)
di t a zero, g non é differenziabile in (0,0) se « + 26 < 5. Inoltre da (ii) segue
che g non é differenziabile in (0,0) se o+ < 3.

Sia dunque o + 8 >3 e «a+ 20 >5. Da(i) e (%) segue:

g@.y) _  xl alT l? _ felT yl”
\/x2+y2 \/$2+y2 x4+y2 — x4+y2

a>1, a+28>5 = —24y2 50 0

1
2

S ’y’a+,6’—3

a<l, a+f>3 =

B4+a—1 2« 2—2«
g(z,y) _‘y‘ [’x‘ 1yl =242 0 0

Vatdy? o at eyt | a? 4y

(iv) Se a <1l e v >>1 risulta

99 1y 4y _
%(t >t) -

t772790=9) [(q — 4) tY72 + q)
(t=2 4 1)2

— 0+ T0O0

Se [ <1 e v >>1 risulta

g et + (8- 2)t ]
e
Da (iii) segue che f non é C! se a + f < 3. Inoltre, a—g(t t?) =

B-1 42+29-6  qon tende a zero al tendere di t a zero se  « + 28 < 6 e

quindi neanche in tal caso f ha derivate parziali continue in (0, 0).
Siano quindi  «,8 > 1, « + 26 > 6. Da (i) segue

dg, _ lx[*yl” (a—4)z' + ay?
‘_‘ = 4 2 4 2 —a2ty2—0 0
ox zt+y T+ y

g yl* |z

|3_y| <p T E 2 244250 0



