AM2: Tracce delle lezioni-III settimana

SERIE DI POTENZE

Dati ag,a1,...,a,,..., x,79 € R, la serie di funzioni
[o¢]

(SP) > ay (x— zp)"
n=0

si chiama serie di potenze in x — xy. Nel seguito, sostituendo eventualmente x — x
con x, supporremo xg = 0. Dal Criterio della radice segue che:

Proposizione (Cauchy-Hadamard).

o0
(i) 7| imsup |au|n < 1 = > an, " < o0
n=0
1 o¢]
(17) |z limsup |a,[» >1 = > a,2" non converge
n=0

Prova. Argomentando in modo diretto:

(i) |z| limsupla,|v < 1 = 3d <1: |z|limsupla,v < d = Ing :
o0 o0
2| Jap]® <d Vn>ng = |apa™] <d"Vn>ng = Y |apa"] < 3 d" < +o0.

n=ngqg n=ngqg
1
(ii) |z| limsuplap|s >1 =  3ng —p 400 : |2| |an, |7 > 1 e quindi z"a,

o0
non converge a zero e quindi > a, ™ non converge.
n=0

o di — (1; Ly—1 1._ 1.
Raggio di convergenza. r = (limsup |a,|") ((5:= +o0, 1 :=10)
si chiama raggio di convergenza e {|z| <r}é 1 intervallo di convergenza.
NOTA. Ricordare che |a“il| —r = an| — 3
ESEMPI .
1 io: n" 2™ ha raggio di convergenza r = 0. Infatti (n")% = n — +00
( g8 g
n=0
(2) > & 2™ ha raggio di convergenza r = +o0. Infatti @ — +00.
n=0 " )
(3) ioj n® 2™ ha raggio di convergenza r = 1. Infatti (n®)w = (nn)* — 1
n=0



(4) > 2% 2™ ha raggio di convergenza r = 1. Infatti,
n=0 "
n® (1)t n
oo = Gt

1
e

NOTA. Dagli esempi precedenti si vede che una serie di potenze pud avere
qualsiasi comportamento agli estremi dell’intervallo di convergenza. In (3) :

se >0 la serie diverge in x = 1 mentre non converge né diverge in x = —1
Se aw € [—1,0), la serie diverge in = 1 e converge in x = —1
se « < —1 la serie converge assolutamente sia in z = 1 che in xr = —1.
[e.°]
. n" _ n" 1
In (4) : nZ::O T ; +o00 perché, dalla formula di Stirling, 7= = NoTra
Infine, la serie converge in x = —g per il criterio di Leibnitz.
Convergenza totale delle serie di potenze. Se Yy aa” ha raggio
di convergenza r, allora  >7° ja,x" converge totalmente in [—7, 7], V7 <r:
o
sup |an,z"| = |a, | e ) |an|m" < 400
|| <7

La somma di una serie di potenze é una funzione C*.

Le a,(x) := a,a™ sono funzioni C* e la serie delle derivate k-esime

dnn—1)...(n—k+aa" "=y O—;_i')aﬂkxj
n=k 7=0 '

é anch’essa serie di potenze ed il suo raggio di convergenza é

(limsup |n(n —1)...(n —k + 1)@,1]%)*1 = (lim sup ‘@n‘%)*l

Il carattere C*° di f(x) := >0, a,a™ é allora conseguenza della totale convergenza
delle serie di potenze e del teorema di derivazione termine a termine.

ESEMPL 1. B = (L) = §0 Wbl i Ve € (-1,1).
2. Se f(z )‘: > oL, allora f € C

(R)e f'(z) = f(zr) VYxeR. Mos-
triamo che cé un’unica funzione tale che f(0)

Jd

0

1e f/ = f. Infatti, la differenza
'(t)dt e quindi max |d| <1 ; max [d] e
[0.3] 2 0.4)
quindi d = 0 in [0, 3]. Partendo adesso da 3 ed iterando I'argomento, concludiamo

che d =0 in [0,400) e , analogamente, in (—00,0].  Dunque Y02 £ =" V.

I

d(x) tra due funzioni siffatte si scrive d(z) =



Serie di potenze: esempi e complementi.

1. (serie geometrica e suoi derivati).

1

"= <1
2_: x - sse x|

La convergenza é totale in [—r,7] Vr < 1 (non é uniforme in [1 —04,1] : la
funzione somma della serie non ¢ limitata attorno ad 1!). In particolare, se |z| < 1:
() i " i C el /gg i " dt /gg dat log(1—x)
1 - — = — _ = = —

n=1 n n=1 0 0 n=1 0 1 — t g
Ad esempio, § —= = log 2, ioj w = log(l+=xz) ¥V xz € (—1,1).
n=1 n=1
i L S a = 2 / dt =
(i) nz::ln(n—l—l) nz::l{x /o n ] xz Jo Lz::l n]
1 —x)log(1l —
= —= / log(1—1t)dt = _ U=olog(l=2) + = Vo e [—-1,1]
T

perché Z‘ n+1)‘ < Z’ nH)’VxE —1,1]. Ad esempio, Z = 1—2log2.

~1 n( +1

de |“= i (1 —x)?
Vo e (—1,1).  Ad esempio, n§1 > = 2.
Tt r X 0 x
(w) arctanz = - / S (=) dt = Y / (—1)" 2 dt =
o 1+1¢ 0 = “—Jo
_ i (_1)17, x2n+1
0 2n+1
x 1 1otk
(v) ;nkH:Ho/et_ldt vk €N
E [ Adt = f tedt = [the™? Setndt = 5 [ the" Dt gt Posto
0 0 n=0 n=0 0
(n+1t=s, si ottlene

T 1 +o0 k!
tk —(n+1)t dt = / k _—s ds =
0/ ‘ (n+ 1)k Jo ve (n+ 1)kt



2. Siaa, > apy1 >0V neN, r=1Iil raggio di convergenza di S apx”

Se la serie converge per x = —1, allora converge uniformemente in [—1,0].
In particolare,

o0 e}
Z &nxn —r——1t Z(_
n=1 n=1
Ci6 segue dal criterio di Leibnitz: |z| < 1 = |a,2"]

< lan| —n 0 perché
o0
> (=1)"a, converge. Poi, |an 12" <lanz™| Vn, Vr € [-1,1].

n=1

o0 n o0 _1\n
Esempi. —log(l—2) = ¥ & —, 1+ X ( :L) = Z = log 2.
n=1 n=1
Analogamente, nZ::1 (2;2: = wlg{{ Zo % 2t — gretanl = o

La proprieta in 2. é un caso particolare del

[e.°]
Teorema di Abel Se Y a,z" converge in x = 1, allora converge uniforme-
n=1

mente in [0, 1]. In particolare

o o9

n
> ant" —ani- D an
n=1 n=1

3.  Trovare il raggio di convergenza r  di
, (2n — 1) o
(i) Z
n=1
Dallo sviluppo di Taylor
1 s (2n—1
N = 2:: 712”7”') 2" valido per |z <1
segue (scrivendo —2x al posto di z) che
> (2n — 1) 1 11
= -1 Vze(—x, =
EZ: v1-—2z ( 2 2)
Dunque il raggio di convergenza é r = =. Inoltre, sempre dallo sviluppo di \/— che
converge in x = 1 e diverge in . = —1, segue che la serie data converge in z = —5 e

. . _ l
diverge in x = 3.



