AMZ2: Tracce delle lezioni- Settimane X e XI

FUNZIONI A VALORI VETTORIALI
Sia ACR'esiano f;: A— R, i=1,...,m . Diremo che
f@)=(filzr,...smn), o fm(T, o)), o= (21,...,2,) €A

é funzione di n variabili a valori in R™. Diremo che f é continua inz = (Z1,...,T,)
se Ve>0 36.>0: ze€A|z—7)|<d = |[f(z)-f(@)|<e.  Siccome
If (@) = f@) = |fie) = fi@)] Vielfi@)-f@P<S = |f@)-f@]<e
si ha che f é continua se e solo se f; sono continue.
In particolare, f ¢ continua in x se e solo se x; — 400 T = fi(2;) =jotoo filx) Vi

f € C(A) se f é continua in ogni punto di A. Gli argomenti usati nel caso di
funzioni scalari (cioé a valori in R) assicurano che, se K C R™ é compatto, allora

feCK) = f(K) é compattoin R™
feClK) = Ve3b: zyek fe—y[<d = |flz)-Ffly)ll<e

Il primo risultato é la versione vettoriale del Teorema di Weierstrass, mentre
il secondo ¢é il Teorema di Heine-Cantor e la proprieta indicata ¢ 'uniforme
continuita per funzioni vettoriali. Una importante classe di funzioni uniformemente
continue ¢é data dalle funzioni Lipschitziane

felLip(A) se 3L>0: |[f(z) = fWI <lz—yll Ve,yeA
ESEMPIO  Se A = (ai);_y . je1..n ¢ matrice di m righe ed n colonne,

-----

I'operazione di moltiplicazione righe per colonne
Ah= (S0 ahy, . S0y amghy) b= (hy,.. hy) €RP

definisce una trasformazione lineare di R” in R™. Questo é un esempio di fun-
zione Lipschitziana: |Ah—AE|>=|A(h—Fk)|?*<

> (Zj aij(hj — /fj))2 <> ( i a%) (Zj(hj — kj)2) — (Zij a?j) b — k|2



MATRICE JACOBIANA, DIFFERENZIABILITA

Se O é aperto in R", diremo che f € CY(O,R™) se f; € C*(O,R), Vi.

La matrice di m righe ed n colonne

no=(gtw)

...........

avente come i-esimo vettore riga V f; e come j-esimo vettore colonna g L — (gj: . ) »
Tj J m

-----

si chiama matrice Jacobiana di f in x.
ESEMPIO. Se f € C?*(O,R), allora Jy;(z) = H(x).
La trasformazione lineare di R™ in R™ associata alla matrice Jacobiana,
Je(x)h == (< Vfi(x),h >, ..., < Vfn(x),h>), h e R"

si chiama differenziale in = di f e si indica df(x).

Proposizione 1.  Sia f € C'(O,R™). Allora f é differenziabile, ovvero

1f (x4 h) = fz) = Jp(x)h]]
il

—|n|—0 0 ovvero f(z+h)= f(x)+J¢(x)h+o(||h]])

Questa non é infatti altro che la scrittura vettoriale delle relazioni
file +h) = filz)+ < Vfi(x),h >+ o (|A])

che descrivono la differenziabilita delle funzioni componenti f;.

Proposizione 2.  Sia f € C'(O,R™). Allora f é localmente Lipschitziana
in O, ovvero se B,(zg) := {x : ||z — zo|| < r} C O, allora

3L = L(wg, ) : [f(x) = fWl <Lz =yl V¥V x,y€ By(x0)
Basta infatti ricordare che

[fi(e) = fi)l < [ sup [IVLEGI lle—yl ¥ 2,y € B(x)

z€Br(zo

per concludere che, presi z,y in B,(x), risulta

o,
522

)= S = 3= o)~ F)P < ||x—y||2f:i[sup

i=1j=1 L#€Br(z0)

|



REGOLA DELLA CATENA

Siano  f € C'(O,R™), g€ CYR™ RP). Allora goféCHO,RP)e

Jgor(@) = Jy(f(2))Js(2)
Infatti, ricordando la formula di derivazione lungo un cammino (qui, avendo fissato
T1,...,ZTj-1,Tj41,-- -, Tpn , il cammino sard z; — f(71,...,2;,...T,)), vediamo che
I'elemento di posto  ij in Jy () ¢é dato da

WD) ~< Vas@). 5L @) > = 3 i) gi@

=1

cioé dall’elemento di posto ¢j della matrice (prodotto righe per colonne) J, (f(7))J;(Z).

TEOREMA DEL DINI PER I SISTEMI

Date n funzioni  f;,i=1,...,n nelle m-+n variabili (t1,...,t,, z1,...,T,)
tali che  f;(0,...,0) =0Vi, ciproponiamo di descrivere I’'insieme delle solu-
zioni del sistema di n equazioni nelle m + n incognite ¢;, x;,

filty, . tmyxy, . x,) =0 Vi=1,...,n
vicine alla soluzione nulla z; = 0 = ¢;. In forma vettoriale, il sistema si scrive
f(t2) =0
ove f=(fi,....fn) z=(21,...,2,), t=(t1,...,tm).

Nel seguito denoteremo con % = %(t, x) la matrice n x n di elementi %.
J

Posto Rs, := Bs X By = {(t,x) e R™ x R": ||t|| <4, ||z|| < o} si ha che:

Se  det {%(0,0)} # 0, allora esistono 6 > 0, o > 0 ed una funzione
¢ € CY(Bs, B,) tali che

f(t,z) =0, (t,z) € Rs, & r = p(t)

cioé I'insieme degli zeri di f ¢, localmente, il grafico di una funzione di classe C*
nella variabile ¢, cioé x pud essere esplicitata in funzione di ¢. Inoltre

750 = = (Fiwewn) Fitoto)



SPAZI METRICI ED IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

La dimostrazione del teorema del Dini (per sistemi) si basa sul un principio generale,
detto delle contrazioni, che conviene formulare nell” ambito degli spazi metrici.

Definizione di SPAZIO METRICO

Dato un insieme X, si dice metrica, o distanza su X una qualsiasi funzione
d: X xX—=R tale che
(i) d(z,y) >0 Ve,ye X e d(z,y)=0 & z=y
(ii)) d(z,y)=d(y,z) Vr,ye X
(i) d(x,z) <d(z,y)+d(y,z) Vx,y,z€ X (diseguaglianza triangolare)
La coppia (X,d) si chiama spazio metrico.
Definizione di SPAZIO NORMATO
Sia V' spazio vettoriale (su R), p: V — R tale che
i) px)>0 VeeV e p(z)=02=0
(i) p(te) =|tlp(z) VteR, VeV e
(ili) p(z+y) <plz)+ply) Vr,yeV
Diremo che p é una norma su V e che ( V,p(.)) ¢é spazio normato. Se non
ingenera confusione, scriveremo ||z|| := p(z). Posto  d(z,y) := ||z —y|, d éuna

metrica: ogni spazio normato € in particolare uno spazio metrico.

ESEMPI.  Su R” si possono definire diverse norme (e corrispondenti metriche):
1

Sep>1, x|, = (i, |x|P) P ¢ una norma (la norma euclidea se p = 2)

|z]| oo := max{|z;| : i=1,...,n} é un’altra norma su R".

Sia K C R" compatto. Sia V = C(K,R™) lo spazio (vettoriale) delle funzioni
continue su K e a valori in R™. Allora

[ flloo = mIE{IX|f| ¢ una norma su  C(K,R™)



Aperti, chiusi, convergenza, continuita in spazi metrici
Sia (X, d) spazio metrico.

Fissati xy € X ed un numero positivo r, si chiama palla aperta di centro
xo e raggio r 'insieme

B (zg) :={z € X: d(z,xg) <r}

Un sottoinsieme O di X si dice aperto se per ogni x € O esiste r > 0 tale che
B,.(z0) C O. Ad esempio, ogni palla (aperta) é un insieme aperto.

Un sottinsieme C' di X si dice chiuso se il suo complementare é aperto.

Si vede che I'unione di aperti é un aperto e che l'intersezione di chiusi é un chiuso.
In particolare, A =N ACC, C chiuso C ¢ il piu piccolo chiuso contenente A.

Una successione z, € X converge a = € X (z, —, ) se d(z,,z) —, 0,
ovvero se, per ogni fissato r > 0, si ha che z,, € B,(x) definitivamente.
unicita del limite: chiaramente, =z, —, 2, =, —,y = x=uy.
Una caratterizzazione dei chiusi : come negli spazi euclidei, si vede che
CcX échiuso seesolose z,€C, z,—,r = xe€(C.

In uno spazio normato si hanno le proprietd (di compatibilita)
Tn =0T, Yn —n Yln,Sn ER L, —nt, sy —=ns = thX, + Spln —n tT + SY

Se (Y,p) ¢éun altro spazio metrico, una funzione f:X —Y  sidice
continua in x  se Ve >0 36 > 0 tale che f(Bs(z) C B(f(x)).
Come per le funzioni di variabile reale, si vede subito che

f écontinuain x seesolose Ty —p x = f(z,) — f(x).

Una importante classe di funzioni continue é quella delle funzioni Lipschitziane:
f:ACX —=Y éLipseesiste L > 0tale che p(f(x), f(y)) < Ld(z,y) Vz,y € A.

UN ESEMPIO. Fissato zg € X, la funzione ’distanza da xy’, x — d(z, o)
¢ Lipschitziana (e quindi continua ) perché
d($7 :EO) < d($a y) + d(IEQ, y)v d(ya xO) < d(flj’, y) + d([L’, IIZ'[)) =

|d(z, z0) — d(y, zo)| < d(z,y)

In particolare ci6 , insieme alla caratterizzazione sequenziale dei chiusi, implica che
una 'palla chiusa’ B, (z) :={z € X: d(z,z9) <r} ¢é un insieme chiuso.



OSSERVAZIONE. Date due qualsiasi norme  p1, ps su R",  queste sono tra
loro equivalenti, nel senso che

pi(zr) = 0 < po(zg) —1 0

Possiamo supporre : ps = ||.||2 ( norma euclidea) e scriviamo p := p;. Indicata con
e; la base canonica di R", si ha r=Yr, <wze >e YreR' (<. .>
denota l'usuale prodotto scalare).  Intanto |zklle = 0 =

< xp e >—1 0 Vi = p(xg) :p(z <z e >e) < Z| < xg,e; > |ple;) —1 0
i=1 i=1

In particolare, p é continua su (R", ||.||2) . Per il Teorema di Weierstrass, p ha minimo

su  {|zl]ls =1} equindi m:= 0 ian 5 >0 equindi  p(z) = [lzllp(5) 2
z||o=
m||z|2 e quindi p(zg) =0 = |jzgl|l2 — 0.

Spazi metrici completi, Spazi di Banach
Una successione z,, in uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy se

Ve >0 dn,.: d(xp, xm) <€ Vn,m > n,
(X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in X é convergente in X.
(V.]|.]|) si dice di Banach se, come spazio metrico, é completo:
xn €V, ||ty — x| <epern,mgrandi = JxeV: |z,—z|—,0.
ESEMPI. R", munito di una qualsiasi norma, é un Banach.

V := C([a, ], R) munito della norma ||.||o, (0 norma della convergenza uniforme)
é un Banach. Infatti,

fors €V Nfa— fllo =n 0 & f, converge uniformemente in [a,b] ad f,
fu € di Cauchy in (V,||.||c) < f. é Cauchy uniforme.

Dall’essere Cauchy uniforme segue, come noto, che f(z) := lim,, f,,(x) esiste per
ogni x e la convergenza é uniforme e quindi f é continua, e cioé appartiene a V.
Allo stesso modo, é completo lo spazio dei ’cammini continui’  ~ : [a,b] — R™

munito della norma |17 i= max [0 ove (O = Sy (o)



IL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI (una contrazione di uno
spazio metrico completo in sé, ha esattamente un punto fisso)

Sia (X, d) spazio metrico completo, C' C X chiuso. Sia T : X — X. Se

~~

)
(i)

allora Az e C: Tr ==z

TC)cC
dk e (0,1): d(Tx,Ty) <d(z,y) VYz,y € C (T éuna’contrazione’)

Y. Infatti,

Unicita: Te=2z, Ty=y = z=
) = d(z,y) =0 perché k € (0,1).

d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z,y

Esistenza. Sia zy € C. Consideriamo la successione definita per ricorrenza
ry:=Try, x9:=Tx1, ..., Tpi:=Tz,

Basta provare che x,, é di Cauchy, perché allora, per completezza, esiste x tale che
rp, — x con x € C perché C' é chiuso.  Per continuita Tz, —, Tx. Siccome é
anche z,,+1 — = avremo x =Tz  (unicitd del limite).

Proviamo dunque che z, ¢ di Cauchy. E d(zg,21) = d(Tx1, Txo) < kd(xy, x0).
Ugualmente, d(x3,z2) = d(Txe, Tx1) < kd(z9, 71) < k*d(1, 20). Tterando,

d(xpi1,Tn) = d(Txn, Try1) < kd(2p, 0, ) < kK"d(x1,20) VN
Dunque A(Tnipt1s Tn) < A Zngpi1, Tngp) + - oo+ d(Tpg1, 2,) <
< [k”“’ +...+ k”} d(zy, o) = k" [Z k:j] d(z1,70) —n 0
=0

UN ESEMPIO. Sia f e C'(R x RI,R™),  f(0,0) =0, %(0,0) = Id
(Id matrice identitd n x n). L’equazione f(t,x) = 0 si pué riscrivere come
problema di punto fisso per  T%(z) := z— f(t,z).  Siccome g—g(o, 0)=0 Vyj,
per continuitd avremo (vedi Proposizione 2) che, per 0<d <o <<1,

1
7,y € B,(0) CR", t€B,(0)cR" = [T(z) =T'(y)ll < 5llv — |

1 o
<6 = IT'@I<IT'@) - T+ 1F0.01 < Sllel + 5 <o vaeB,

Dunque 7" é | se ||t|| é piccola, contrazione di una palla chiusa di R™ in sé ed ha
quindi in tale palla esattamente un punto fisso: I'equazione f(¢,x) = 0 ha , per ogni
t € B; esattamente una soluzione z = z(t) in B,.



ESISTENZA ED UNICITA PER IL PROBLEMA DI CAUCHY
Sia f € C(O,R"), x € O C R™ aperto.
Problema di Cauchy

;o 36>0, yeCH((=0,0),0): () =[f(y(t)) Vte(=40), y(0)=z ?

NOMENCLATURA. L’equazione  4(t) = f(v(t)) ¢ infatti un sistema
di n equazioni differenziali nelle n (funzioni) incognite () = (y1(t), ..., Y(t)).
La condizione v(0) = x si chiama condizione iniziale.

La funzione data f si chiama anche campo di vettori in O (i vettori f(z)
applicati nei punti z € O) e una soluzione 7 si chiama anche curva integrale del
campo passante per z (é una curva che é tangente in ogni suo punto al campo di
vettori f).

Al variare di x in O potra ottenersi una famiglia di curve v*(t) che si chiamerd
flusso generato dal campo f.

Teorema (di Picard) Sia f Lipscitziana di costante k in O aperto di R".

Sia  r € (0,1) tale che  Bay.(x9) C O, esia M:= sup |[f(z)|-
x€Bay(0)
Se 6>0 ¢étaleche dk<1, O0M <r, allora
Va € Br(wo) 319" € C1((=0,0),0) 1 "(0) ==, 5°(t)=f(y"(1)) VL€ (4,0)

NOTA. Se =z e C([a,b],R™), scriveremo

/bx(t)dt = (/b xq(t)dt, . .. ,/bxn(t)dt)

b
Vale la seguente diseguaglianza: | fz(t)dt|| < [ |jx(t)]|dt. Infatti
b b s n /0
||/ (t)dt|? = (/xi(t)dt) (/xi(t)dt) :/ [Z (/xi(t)dt> xi(t)| dt <
a a @ li=1 \y

/ [Hx I / dtn] at = | / natl [ leollae = | /bxu)dtns [ eyl



Prova del Teorema di Picard.
Posto yo(t) =z sia  B.(y) = {y € C([=0,0L,R"): |lyv —llx <7}

Siccome v € B.(v) = |[v@) —z|| <r = |v({t) =zl <2r Vite[-6,0]

t

é allora ben definita la funzione (T)(t) ==+ /f('y(T))dT Vv € B(v)
0

Intanto, T7v € C([-4,8],R") e (T7)(0) =z Vv € B.(7). Inoltre, dalla
diseguaglianza integrale in nota e dalle ipotesi, segue che

/ LF(/ () ldr

e quindi  T(B,(7)) C By(y).  Infine, 7,8 € B.(y0) =

veB0) = Ty -z =] /f )drl| < <OM <r

1Ty =T8Il = || [ [F((r) = F(BE)] drl < < ko<1

J156(0) = 5 (B

Dunque 7T é una contrazione di ~ B,(79) in sé e quindi, per il Teorema delle
contrazioni

314" € B.(7) : Ty® =~°
Dal Teorema Fondamentale del Calcolo: () = f(y(t)) Vte (=4,9).

NOTA In realta 'esistenza si pué dimostrare nella sola ipotesi di continuité.
Un caso semplice: (t) = f(z(t)), x(0) =z € (a,b), 0< fel((a,b)).
Sia  F(z) = [, fcéi), x € (a,b). Se x(t) é soluzione , deve essere
d
th( z(t)) =1 equindi F(x(t)) =t ovvero x(t)=F (), te (F(a),F(b))
E in effetti §F(t) = mrmy = f(F7H(1) V€ (F(a), F(b)).

Viceversa, la Lipshitzianita é essenziale per 'unicita. Il problema
t=x3, z(0)=1 ha le infinite soluzioni  z(t) = (52)%xy 400,  To > 1.



