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1. Si consideri un modello di mercato binomiale uniperiodale (S;, B;), dove S; & il
titolo rischioso e B; quello non rischioso, t = 0, 1, caratterizzato da un tasso privo di
rischio 7 e sia ®(57) il payoff finale di un certo derivato presente nel mercato. Avendo
un capitale iniziale pari a Vj) € e indicando con ; il valore del derivato al tempo ¢

e determinare un portafoglio (x,y) formato dal titolo e dal derivato stesso che sia
privo di rischio;

e determinare il premio del derivato;

e cstendendo il modello a 2 periodi, t = 0, 1, 2, calcolare il valore di un’opzione put
conu=1.3,d=0.8,r=0.05 5Sy=10, K = 11.

2. Determinare il valore al tempo ¢ dell’opzione caratterizzata dal seguente payoff al
tempo finale T' (opzione Assett-or-Nothing)

Sy St > K
q)(ST):{ OT S;<K7 K>O7 <1>

nell’ambito del modello Black-Scholes, con tasso privo di rischio r e volatilita o.
Cosa accade per T" — 4007
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1. 11 valore del portafoglio z,y e
Vi=axm+yS;, t=01.
Affinche tale portafoglio sia privo di rischio deve essere V; = (1 + 7)Vj, cioe

2®(SH) + yS+

(L4 r)Vo = om +yS = { 2®(S7) +yS-.

Risolvendo il sistema rispetto a x e y, otteniamo

. (14r)Vo(S+—57)
T = S¥e(5)-5-9(5T)

x« _ (4n)Vo(2(S7)—2(ST))
Y = “STe(s)—s5-a(sT)

Dall’equazione Vo = z*my + y*Sp e poiche ST = uSy, S~ = dSp si ha dunque (con
qualche conto)

14+7r u—d u—d

Nel caso considerato, la condizione di assenza di opportunita di arbitraggio ¢ veri-
ficata (0.8 < 1.05 < 1.3) e inoltre p* = 0.5. Si ha quindi ¢t = max{K — S™* 0} =0,
¢t = max{K — ST7,0} = 0.6, ¢~ = max{K — S7,0} = 4.6, da cui ¢ =
(prct™ + (1 —p*)c™) /(1 +7r) =0,2857, ¢~ = 1,7333 che implica infine ¢y = 0.9614 €.

2. Nel modello Black-Scholes la variabile St al tempo t e
ST — Svte(v"—ag/Q)(T—t)—l—ax/T—iﬁZ7
dove Z ~ N(0,1). Dunque
T(t, S;) = e " T IE[Stlis,5 k)] = e TS, AT IRV g, ).

Calcoliamo il valore atteso:

E[ea\/T—tZ E[em/T—tZ]I{Z>

]I{ST>K}] = (log(K/St)—(r—a2/2)(T—t))/(a\/YTt)}] =

+oo
:/ VT2 [\ omdz (%)
d



dove d = (log(K/S;) — (r — o2 /2)(T —t))/(o/T — 1),
“+o00 —+00
(*) _ eaz(Tt)/Z/ ef(sz\/Tft)2/2/ /27sz _ eUQ(Tt)/Z/ €7z2/2/ /27de _
d d

—o/T—t
=1-N(d—-0oVT —t)=N(oVT —t—d).
Quindi
1(t,S,) = e 7T D8, ATON(o/T =t — d) = S,N(6),

dove

§=0VT —t— (log(K/Sy) — (r —a?/2)(T —t))/(cV/T —t)
= (log(S;/K) + (r +a?/2)(T —t))/(cV/T —t).



