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Soluzione 1 .
Si ha f(0, 0) = 0 e poiché f(x, 0) = 0 ∀x ∈ R e f(0, y) = 0 ∀y ∈ R si deduce
che

fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0 .

Occorre dimostrare che

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

|h| log(1 + k)√
h2 + k2

= 0 .

Passando a coordinate polari, h = ρ cos θ, k = ρ sin θ si ottiene

|ρ cos θ log(1 + ρ sin θ)

ρ
≤ ρ| cos θ sin θ| −→ 0 , ρ → 0 .

Possiamo concludere che f è differenziabile in (0, 0).

Soluzione 2 .

(a) essendo funzione composta da funzioni continue f è continua in ogni
punto di R2;

(b) si ha
fx(x, y) = 2x|y| cos(x2 + y2)

esiste ed è continua in ogni punto di R2;

fy(x, y) = signy sin(x2 + y2) + 2y|y| cos(x2 + y2) , y 6= 0 ,
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esiste in ogni punto di R2 \ {(x, y) : y = 0} .

Nei punti sull’asse y = 0 si considera il rapporto incrementale

f(x0, y)− f(x, 0)

y
= signy sin(x2

0 + y2) .

Se x0 = ±
√

nπ, con n ∈ N, allora sin(x2
0 + y2) = sin(nπ + y2) =

(−1)n sin y2 e quindi

fy(x0, 0) = lim
y→0

signy sin(x2
0 + y2) = 0 .

Se x0 6= ±
√

nπ allora

lim
y→0+

signy sin(x2
0 + y2) = sin x2

0 6= − sin x2
0 = lim

y→0−
signy sin(x2

0 + y2) .

Concludiamo che fy non può esistere nei punti (x0, 0) con x0 6= ±
√

nπ.

(c) f è differenziabile in R2 \ {(x, y) : y = 0} in quanto è una funzione
composta da funzioni differenziabili; è differenziabile anche nei punti
(±
√

nπ, 0), n ∈ N, in quanto in tali punti ammette derivate parziali
continue.

Come abbiamo già visto al punto (b), si ha che

lim
(x,y)→(±

√
nπ,0)

fy(x, 0) = 0 = fy(±
√

nπ, 0)

e fx è continua in R2.

Soluzione 3 .
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