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Esercizio 1
a) Chiaramente f € C°(R?\ {y = 0}). Su {y = 0} abbiamo che lim flz,y,2) = zo.

(2,y,2)— (20,07 ,20)
Inoltre, f(0,y,z) =0 per y < 0 e vale il seguente limite

lim flz,y,2) = lim osexyil = x¢ lim -1
(z,y,2)— (20,0~ ,20),2#£0 (z,y,2)— (20,01 ,20),27#0 xry s—0 S
Quindi, f € C(R3).
Abbiamo che:
-sey>00,f=1+uay, 9,f =122+ 22%y e 0. f = 22y%;
sy <00, f=e", 0,f = e 9, f =0,
Calcoliamo ora, usando la definzione, le derivate parziali di f su {y = 0}:

azf(x(h 07 Z()) = ]-7 azf(x(h 07 Z()) =0

= Xo.

€
lim f(x()v h7 ZO) - f(fL'[), 0720) _ xfg — lim f(xOJ h7 ZO) - f(:EOa 0720)
vt h 2 hoo- h
zoh _ 1 _p
= lim 0 — 9, (20,0, 90).

h—0— h?

Allora f é differenziabile in ogni punto di R3.

b) Come per la continuitd dimostrata al punto precedente, distinguendo i limiti per y > 0e y <0, &
possibile dimostrare la continuita delle derivate parziali. Quindi f € C*(R?).

E’ da notare che i valori delle funzioni derivate parziali in (x¢,0, 2p) sono definiti come limiti dei
rapporti incrementali e non come limiti delle derivate parziali per (z,y,2) — (x0,0,20). Solo a
posteriori, tali limiti coincidono.

Esercizio 2

a) La funzione f ha problemi di differenziabilitd per z = 1 oppure y = z = 0. Poiché {x =1} N A =
{(1,0,0)} C {y = 2 =0}, risulta f € C}(A\ S) ove S=AN{y=2=0} = {(2,0,0): |z| <1}.
Osserviamo che A = {¢1(z,y,2) = z+2%+y* -1 =0, 2 > 0}U{(x,,0) : ¢2(z,y) = 2> +y*—1 < 0}.
Allora il programma é il seguente:

1) studiare i punti critici liberi di f inInt A = {0 < 2z <1 — 2% —32};

2) studiare i punti critici vincolati di f sul paraboloide {¢; = 0} accettando solo i punti con z > 0;
3) studiare i punti critici di g(z,y) = f(x,5,0) liberi in {z? + 3?> < 1,y # 0} e vincolati in
{z +y* =1Ly #0}

4) studiare i punti critici liberi/vincolati di h(z) = f(,0,0) su [-1,1].

Poiché A & compatto e f € C(A), f ammette massimo/minimo assoluto su A. Tali punti saranno da
ricercare tra i punti ottenuti in (1)-(4).

1) Poiché in A abbiamo sempre z < 1, nella definizione di f(z,y,2) |t — 1] = x —1. Da Vf =

\/2 +3 em 2’13 2) #(0,0,0), f non ha punti critici in Int A.
y z
2) L’equazione V f(z,y,2) = AVo1(z,y, 2), ¢1(z,y,2) = 0, si traduce nel sistema:

3z

1
1+22=0,2 | ——— —A| =0, —2
{ Y <\/2y2+322 ) \/2y? + 322

—A=0, z+2* +y* =1



Dalla seconda equazione otteniamo y = 0 oppure y # 0, A = ——— # 0. Se y = 0, dalla terza
\/ 2y2+322

equazione ottengo A\ = v/3 (poiché z > 0), dalla prima x = —ﬁ, dalla quarta z = %, ossia il punto

— 1 11
b= (_2\/§ao7ﬁ)'
1

Sey #0e = ———— # 0, dalla terza equazione otteniamo z = %, dalla prima z = —55 =

v/ 2y2+322

2924322 6y2+1 :
e _\/;’IT e dalla quarta y = ié\@, ossia py = (—@,i%\/; 3):

3) Abbiamo che g(z,y) = 1 —x++/2|y|. Poiché 0,9 = —1 # 0, la funzione g pué ammettere solo punti
critici vincolati in {22 + 4% = 1,y # 0}. Per il Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange, studiamo il
sistema

{—1 =2z, \/§|y—‘ =2y, 22 +2 =1
Y
per punti con y # 0. Dalla prima equazione otteniamo x, A # 0 e, usando anche la seconda, x = —% =

f%|y| < 0. Dalla terza equazione otteniamo y = :l:\/g, T = f%, ossia gy = (,%7:& 2,0).

4) Abbiamo che h(z) = 1 — z. Allora h(z) non ha punti critici in (=1, 1), raggiunge il minimo in
(1,0,0) e il massimo in (—1,0,0) (corrispondenti a z =1 e z = —1).

Poiché 0 = f(1,0,0) < f(—1,0,0) < f(p+) < flgx) < f(p) =1+ % 3, otteniamo che miny f = 0,
maxy f =1+ }—gx/g, raggiunti rispettivamente nel punto (1,0,0) e nel punto p = (721%, 0, %)

Esercizio 3
a) Sia p = (0,0,0). Calcoliamo prima di tutto

TPy ) = sinzln(l+2) + e¥Ysinz COQSny —eYcoszx e
¥ 2= —sinzsiny +2(1 +z)2?> coszcosy 2(1+ )2z

0 -1 1

Allora F(p) = (0,0) e JF(p) = ( 01 0

). Quindi 9. ,)F(p) ¢ invertibile con matrice inversa

0 1
={11

B, (0) — B,((0,0)), per r, p > 0 piccoli, che descrive localmente in p I'insieme {F' = 0} come il grafico
{(z,9(z)) : € B,;(0)}. Per trovare esplicitamente 1 > r, p > 0, osserviamo che:

>. Possiamo applicare il Teorema della Funzione Implicita e trovare una mappa g(z) :

p_ P
sup |F(2,0,0)] = sup |1 —cosz| <r< =< ——
ol <r ol <r 47 2|7
per r < £, ove nella prima disuguaglianza |1 — cosz| = |sin&||z| < |z| per il Teorema di Lagrange e
1T < 2[T|oo = 2.
Abbiamo quindi imposto r < £. La matrice
A I —T6. F B 1 — cosxcosy —2(1+ )2z
(@.y,2) :=1d =T0y ) F(@:9,2) = g o5 4 COQS”yz —cosxcosy 1— 2 —2(1+x)%2

deve soddisfare sup <, (y,2)|<p 1A(@: Y, 2) 00 < 1, in vista di || A(z,y, 2)|| < 2[|A(z,y, 2)]| -
Abbiamo le seguenti stime:

5
[1 —coszcosy| < |1 —cosz|+ |cosz(cosy — 1)| < |z] + |y| < 1P

| —2(1+2)%2] < 8|z < &



2 2
e¥ cos g——2 —cosz cosy| < |cosx(e’—1)|+|cosz(cosy—1)|+ vl
co

8
< e\yl+|yl+§\y| <8p

sy? 1—1]1—cosy?| —
CoS & z |1 — cos x|
- —2(1+2)%]| < 8|z < 10p+2r <12
1= 222 o aptel < ]+ LT e <1042 <12
poiché 1 — |1 —cosy?| > 1— |y > 1-p> >3 [1+2 >1—|2[ >21—-p>3Fdap<je

lev — 1| = efly| < ell|y| < e|y| dal Teorema di Lagrange. Basta chiedere quindi p = = edi
conseguenza r = & = L.

b) Abbiamo g(0) = (0,0). Poiché F' ammette derivate ad ogni ordine continue sul proprio dominio
di definizione, dal Teorema della Funzione Implicita segue che g(x) € C*°(B,(0)) e vale la formula:
Oy, F(x,9(2))0:9(x) = —0,F (2, g()), ove 0,9 e 0, F sono pensati come vettori colonna.

. —sinzIn(l+ 2) +eYsinx
Abbiamo che 0, F(z,y, z) = ( —sinxsirgy n 2)(1 g )

S}

Calcolando in & = 0, otteniamo 0,¢(0) = —T0, F(p) = 8 .
Derivando la relazione 0, ) F(x, g(2))0,9(x) = =0, F(x,g(x)) in 2 e calcolando per z = 0, otteniamo:

359(0)=—<(1) 1)531’(?9):(21)

9(z) = (y(@), 2(2)) = 9(0) + :g(0) = + %339(0)%2 +0(|zf*) = (0

Allora

(E2
,——

)+ O(jaf).

Esercizio 4
a) Abbiamo che:

1 1 1
2 _ k+1 — In(1 -
ol = 3" g g™ = 1+ ),
k>0
. . k+1
ove abbiamo usato lo sviluppo In ﬁ = Zkgo fcﬁ per 0 <z = %ﬂ < 1.

b) Dal punto (a) ||z,]|;z — 0 per n — +oc0. Quindi x,, — 0 in /2.

Inoltre, per x > 0 vale ¢* > 1+ > x. Allora (n + 1)% = " In(n+1) > 5L In(n + 1). Da questa

stima otteniamo

e quindi

2 1 2 1

per n — +o00. Abbiamo mostrato che x, — 0 se n — 400 anche in [



