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Esercizio 1
(a) Osserviamo che

li 2 4+y4+22=0, lim siny + 2% = 0.
(z,y,2)—(0,0,0) (0,9,2)—(0,0,0)

lim z,y,2) =0= f(0,0,0).
@,W)H(o,o,())f( Y, z) £(0,0,0)

(b) Abbiamo problemi in punti della forma (0,y, z). Poiché y — f(0,y, z) = siny + 23, la derivata di
£(0,y, 2) in y & data semplicemente da 9, f (0, y, z) = cosy. Analogamente, otteniamo 0, f(0,y, z) = 2z.
Il problema nasce dalla derivata in z in punti (0,y, z). Infatti, per h # 0 abbiamo:

Quindi

f(hayvz)_f(07y7z) _ h2+y+z2_Siny_z3
h N h '

11 limite di tale quantitd per h — 0 esiste se e solo se y = z = 0. Quindi, 9, f(0,0,0) = 0 e la funzione
f risulta non ammettere derivata parziale in z nellinsieme {(0,y,2) : y,2z € R} \ {(0,0,0)}. Quindi
V£(0,0,0) =(0,1,0).

(c) Poiché la funzione f non ammette derivate parziali in un intorno completo dell’origine, non ha
senso mostrare la continuita di tali derivate nell’origine. Usiamo invece la definizione. Abbiamo che:

A(m,y,z) — f(xayaz) - f(07070)_ < Vf(070a0)7 ((Jf,y,Z) > _ \/;;:;;’+22 ser # 0

x,y, 2 sinyt2’—y oo — (.
(z,y,2)| N sex =0
Poiché
z? + 22
— < V2?2 +22—>0 se(z,y,2) — (0,0,0)
/1‘2 +y2 + 2'2
e
. 3 . 3 .

siny + z° — siny — z sin

Va2 +y2+22 T a2+ 422 a2y + 22 y
otteniamo che lim |A(z,y,2)| =0. Quindi la funzione f & differenziabile in (0, 0,0).

(z,y,2)—(0,0,0)
(d) La funzione g é differenziabile in (0, 0, 0) come composizione della funzione w(z, y, z) = (f(z,y, 2), z+
y) differenziabile in (0,0, 0) e della funzione h(s,t) differenziabile in w(0,0,0) = (0,0). Inoltre, vale la
formula: Jy(0,0,0) = J5(0,0)J,(0,0,0).
Abbiamo che

Jn(0,0) = ( ezislffa(i)t) o ) (0,0) = ( ? (1) ) Ju(0,0,0) = ( v{(ol,obo) ) - ( (1) 1 0(? )

T+t
Quindi

1 1 0

JQ(O’O’O)_<0 1 0.)

Esercizio 2
(a) Sia p = (0,0,0). Calcoliamo prima di tutto

VF(z,y,z) = (—sinz cosye*, — cos wsinye®, cos  cos ye” + 2z cos(27)) .



Allora F(p) = (0,0) e VF(p) = (0,0,1). Essendo 9,F(p) = 1 invertibile con inversa T' = 1, possiamo
applicare il Teorema della Funzione Implicita e trovare una mappa g(z,y) : B;(0,0) — B,(0), per
r,p > 0 piccoli, che descrive localmente in p I'insieme {F = 0} come il grafico {(z,y,g(z)) : (z,y) €
B,(0,0)}. Per trovare esplicitamente r, p € (0, 1), osserviamo che:

sup |F(z,y,0)]= sup |coszcosy—1]< sup (|cosz||cosy—1]+]|cosz—1]|)<2r<p
[(@,y)|<r [(@,y)|<r [(@,y)|<r
non appena r < £, ove |1 — cos s| = |sin]|s| < |s| per il Teorema di Lagrange.

Abbaimo inoltre che per p < 75

sup 1 —0,F(z,y,2)| = sup |1 — cosx cos ye* — 2z cos(2?)|
[(@,y)|<r|z]<p [(@y)[<rlz]<p
<2p+ sup |1 — cosx cosye®| < 2p+ sup (|1 — coszcosy| + | cosz cosy(e® — 1)|)
I(zy)|<r|z[<p I(y)|<r.|zI<p
1
<6p <
SUp = 9’

in vista delle precedente stima e di |ef — 1] = 65\ | < e|s] < 3|s| dal Teorema di Lagrange. Basta
quindi scegliere p = 35 e di conseguenza r = £ = 2 1
b) Abbiamo ¢(0,0) = 0 e g(z,y) soddisfa:

0 = cos z cos yed ™) — cos (9*(z,y)) v (z,y) € B;(0,0).
Derivando in z tale relazione otteniamo:
0 = — sin z cos ye?@Y) f-cos  cos yed @Y D, g(x, y)+2¢(x, y)dug(x, y) sin (gQ(x, Y)) Y(x,y) € B,(0,0).

Quindi 0,¢(0,0) = 0 e, per simmetria di z e y, d,9(0,0) = 0. Derivando ulteriormente in z e y in
(0,0) otteniamo:

0 = — cosz cos yed ™Y 4 cos z cos yed ™Y D, g(,Y) |omy=o= —1 + Drrg(0,0)
0 = cosx cos yeg(m’y)ﬁmyg(x, Y) |z=y=0= 0zyg(0,0).

Per simmetria di z e y, abbiamo che 9,,¢(0,0) = 0,,9(0,0) = 1, 92,9(0,0) = 0. Quindi lo sviluppo
di Taylor al secondo ordine di g(z,y) in (0,0) viene: g(z,y) = # + O (|(z,9)]%).

Esercizio 3

(a) Dato ¢(x,y,2) = 2 + y*> + 2z — 1, l'insieme A rappresenta la porzione del paraboloide {¢ = 0}
nel semispazio superiore {z > 0}. I punti di massimo/minimo assoluto di f su A possono trovarsi in
Ag = AN{z >0} oppure in A; = AN {z = 0}.

Per trovare gli eventuali candidati in Ay, studiamo i punti critici vincolati di f(z,y, z) su tutto il
paraboloide {¢ = 0}. Dal Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange, dobbiamo risolvere il sistema

20(1—=A) =0, 2y2—A) =0, 62—A=0 2> +¢y*+2—-1=0.
Se A # 1,2, abbiamo che = y = 0 e quindi z = 1. Se A = 1, abbiamo che y =0, z = é e quindi
T = :I:\/g. Se A = 2, abbiamo che x = 0, z = l e quindi x = + % Otteniamo quindi i punti

M =(0,0,1), P = (:I:\/%O, %) e Qs = (0, :t\/;7 3) tutti accettabili poiché si trovano in Ag.

Consideriamo adesso f in A; = {(z,y,0) : 224+y? = 1}, il cerchio unitario nel piano z,y. Consideriamo
la restrizione di f al piano {z = 0}: g(z,y) = f(x,y,0) = 22 + 2y%. 1l problema si riduce adesso allo
studio della funzione di due variabili g sul cerchio unitario di R?. Invece del Teorema dei Moltiplicatori



di Lagrange, useremo la seguente osservazione: se z2+y% = 1, alloray € [-1,1] e 1 < g(z,y) = 1+3? <
2. 1l minimo di g si ottiene per y = 0 (e quindi x = +1) e il massimo per y = +1 (e quindi x = 0).
Abbiamo che f(£1,0,0) = 1 e f(o, :i:l,O)

Poiché f(M) =3, f(Py) =13, f(Qs) = ottengo che il valore di minimo/massimo assoluto di f in
Ae L /3 ed & assunto in Py /M rlspettlvamente

(b) P01Che f(z,y,z) >0, il valore di minimo assoluto di f su B ¢& zero ed & raggiunto solo in (0,0, 0).
Fissati xo, yo tali che 23 + y3 < 1, osserviamo inoltre che z — f(xo,v0,2) = x3 + 2y3 + 322 & crescente
in0<z<1-—2%—y2 Quindi il valore di massimo assoluto di f su B coincide con quello su A.

Esercizio 4
(a) Poiché

1 1 1
loallfe = Y- s *@+ ) =2y o =

k>1 E>1

abbiamo che z,, ¢ [?>. A maggior ragione z,, ¢ ! in vista di I* C [2.
(b)-(c) Dalla disuguaglianza 0 < In(1 + ) < x per x > 0, otteniamo che

1 1 1 Cy
lzn — w\lzl—z 7)§727§:7‘>0
k>1f 2n k21k2 n
per n — +oo. Analogamente,
| —x||2222712(1—|—7 <in -0
" ! —k 2kn’ = 4n2 >k%

per n — +o0.



