Appello X di AM3 - 4/9/2006 Soluzioni

Docente: Dott. Pierpaolo Esposito

Esercizio 1
a) Si ha che:
|f(z,y,2)| <|xz| = 0 per (z,y,2) — (0,0,0),
e quindi f risulta essere continua anche nell’origine.
b) Poiché

f(t,0,0) — £(0,0,0) _ £(0,£,0) — £(0,0,0) _ £(0,0,t) — £(0,0,0) _ 0
t t t ’

dalla definizione di derivata parziale otteniamo: V f(0,0,0) = (0,0,0).
¢) Abbiamo la seguente stima:

— £(0,0,0) — V£(0,0,0) -
|f(xayaz) f( s Yy ) f( ) Yy ) (‘T7y72)|§ |IZ| §|Z|—>0 per(x,y,z)—>(0,0,0),
NEeE NEmvE
e quindi f risulta essere differenziabile nell’origine.
d) La derivata parziale di f in y vale (fuori dall’origine):

2xyz 2y 2
Oyf(x,y,2) = T4 y2 + 24 - (zd 92 + 242

Poiché

»—
W

1 1
9. f(= — )= =
yf(n7 nQ? n)
e 0, £(0,0,0) = 0, risulta esere f ¢ C'({0}).
Esercizio 2
a) Abbiamo che F(0,0,0) =0e
0.F(0,0,0) = cosycosz+ 2zs8in T |p=y=r=0= 1 # 0.

Dal Teorema della Funzione Implicita abbiamo che esistono p,r > 0 piccoli ed una mappa g :
B,.(0,0) — (—p, p) tali che g(0,0) = 0 e vale la rappresentazione:

{(z,y,2) € Br(0,0) x (=p,p) : F(x,y,2) =0} = {(z,9,9(x,9)) : (2,y) € B-(0,0)}.

Poiché T = 1, dobbiamo scegliere 7, p > 0 piccoli tali da soddisfare:

sup ze¥ < P , sup ‘1 — cosycosz — 2z sinx| <

B.(0,0) 2 B(0,0)x(=p,p)

| =

Per la prima stima, abbiamo che 2%e¥ < 322 < 3r e bastera prendere r < %. Per la seconda stima, da
stime elementari sulle funzioni trigonometriche otteniamo che:

|1 — cosycosz — 2zsinz| < |1 — cosz| + | cos 2(1 — cos y)| + 2[z| < |z] + |y| + 2|z| < 4p.

Bastera quindi prendere p = % er = %
b) Poiché z?e¥ + cosysin g(x,y) + g*(x,y)sinx = 0 in B,.(0,0), possiamo derivare questa espressione
in x e y per ottenere rispettivamente:

26 + cosy cos g(z, ) Dag () + 92 (&, y) cos & + 2(x, y)dag(w, y) sina = 0,

z’e? + cosy cos g(z,y)0yg(w,y) — sinysin g(z,y) + 29(z,y)9yg(z,y) sinz =0



per (z,y) € B,(0,0). Calcolando tali espressioni per (z,y) = (0,0) otteniamo
0,9(0,0) = 9,9(0,0) = 0.
Derivando tali relazione ulteriormente in x e y e calcolandone poi il valore in (0,0), otteniamo
0229(0,0) = =2, 02y49(0,0) =0, 8yy9(0,0) =0,
e quindi lo sviluppo cercato sara:
g(z,y) = —x* + o(z* + y?).
Esercizio 3
a) Calcoliamo il gradiente di f(x,y, 2):

Viz,yz)=2e+1+2® +y+2° -2’ —y—2%22-1-2" —y—2%) "V~

Tale vettore si annulla solo quando z = —%, z= % ey=—22-2%= —%. Il punto P = (—%, —%7 %) eD
¢ l'unico punto critico libero di f(z,y,2) e si ha: f(P) = e~ 2. Studiamo ora i punti critici vincolati

di f(z,y,z) sudD.

Consideriamo prima di tutto il piano x = +1: dobbiamo studiare la funzione ¢ (y, z) = f(£1,y,2) =
(2 4y + 22)et!=¥=% sul quadrato {|y| < 1, |z| < 1}. Abbiamo che

Voi(y,2) = e V7 (=1 —y— 2222 -2 -y — 2%

z = 1). Con-

non si annulla mai nell’interno del quadrato (si annullerebbe solo nel punto y = —%, 5
sideriamo ora i punti critici vincolati di g;(y, z) sui lati di tale quadrato. Su y = %1, ’equazione
0.91(y,z) = 0, ossia 22 — 22+ 2+ 1 = 0, non ammette soluzioni in (—1,1) e non produce punti critici
vincolati. Similmente, su z = £1 I'equazione 9, g1 (y, z) = 0, ossiay = —2 ¢ (—1,1), non produce punti
critici vincolati accettabili. Restano da considerare i vertici del quadrato (che rappresentano anche
tutti i vertici del cubo): PE = (£1,1,1), Pi = (£1,—1,1), Pif = (£1,1,-1) e P = (£1,—1, 1),
ove la funzione f vale:

f(Plﬂ:) — 4ei1—2 , f(P2:t) _ 2ei1 ’ f(P3:t) _ 4ei1 7 f(Pf) _ 26i1+2.

Consideriamo ora il piano y = +1: dobbiamo studiare la funzione go(z,2) = f(z,+1,2) = (1 + 2% £
1+ 2%)e*¥17% sul quadrato {|x| <1, |z| < 1}. Abbiamo che

Vga(y,z) =" T2 2o+ 1+2° £ 14 2%,20 — 1 —2® F1 - 2?)

si annulla all’interno del quadrato solo per y = —1 e = —z = 0. Nel punto @ = (0, —1,0) la funzione
f vale: f(Q) = 0. Consideriamo ora i punti critici vincolati di go(z,2) sui lati del quadrato. Per
x = +1 l'equazione 0.gs(x, z) = 0, ossia 22 — 22+ 241 =0, e per z = &1 I'equazione d,g2(z,2) = 0,
ossia 22 + 2r + 2+ 1 = 0, come prima non ammettono soluzioni in (—1,1). Restano da studiare i
vertici di tale quadrato, che peré sono gia stati considerati in precedenza.

Consideriamo infine il piano z = +1: resta da studiare la funzione g3(x,y) = f(x,y, £1) = (2 + 2% +
y)e® ¥F! sul quadrato {|z| < 1, |y| < 1}. Poiché g3(z,y) = eT2g1(y, —), la funzione gz(x,y) non
ammette punti critici liberi all’interno del quadrato e neanche punti critici vincolati sui lati di tale
quadrato.

Otteniamo infine:

f(Q)ZHngZO, f(Pf)zmgxfz%S.



Esercizio 4

11 polinomio caratteristico A2 — 4\ + 3 ha due radici reali 1, 3 e lo spazio delle soluzioni omogenee sar
quindi generato da e*, e3%.

Per il metodo di variazione delle costanti, cerchiamo una soluzione particolare della forma g(x) =
c1(z)e® + ca(x)e3®. Si tratta di risolvere il sistema

C.1€a: + Clgegx =0
1% + 3¢2e3% = ze

Quindi

—2z —2z
ci(r) = — / 3672%@: = 36721‘, — / € dr=lewyf

T T e~ 4w T e 4w
co(x) :/§e*4$dx = —ge*“ +/ 3 dx = —ge*“ ~ 53

La soluzione particolare risulta essere: g(z) = £e™% 4+ 3—326_7”, e la soluzione generale sara:

z
8

_ T 3z E —x 3 —x
y(x) = c1€” + coe +86 +32e )

Imponendo le condizioni iniziali, si deve avere ¢; = —i, o = 3—12, e quindi la soluzione cercata sara:

_ 190 1 3z R 3 —x
y(x) = 1€ +32€ +8e +32e .

Esercizio 5
a) E’ facile verificare che la forma w; & chiusa (e dunque esatta), e un suo potenziale ¢ dato dalla

funzione
Ccos T

Z .
= 71+y2 +71—|—z4 s y.

f(x,y,2)

b) Poiché la forma d ( 2 (x,y, 0)) ¢ esatta, ha integrale nullo sulla curva chiusa %S e quindi

/ wy = / ydx.
ots ots

Essendo 915 il cerchio unitario C' nel piano {z = 0}, si calcola facilmente:

27
/ Wy = — / sin? 0df = —.
ots 0

¢) Abbiamo rot F = (2yz—1,0,2z—1). Lamappa ¢ : (z,y) € D — (z,y,1—2%—y?) € S parametrizza
la superficie S, ove D ¢ il disco unitario 2-dimensionale. Poiché ¢, = (1,0,—2z), ¢, = (0,1, —2y)

otteniamo che p, A, = (2z,2y,1). Essendon = &’”Qiz" e do = |pz Ay, otteniamo che in coordinate
= NPy

polari:
1 2m
/ rot F-ndo = / rot F - (2x, 2y, 1)dzdy = / p3dp/ df (4(1 — p®) cosOsinf — 2 cos® 6 — 1)
s D 0 0

1
—47r/ pldp = —.
0

Poiché fa+s ydx + zzdy + y2zdz = fa+s ydx = —m, la validita del teorema di Stokes & provata.



Esercizio 6
SiaT = {(z,y): 0<z <1, 0<y <z} Peril Teorema di Fubini, si ha che

1 3
/ (x + sin z)dxdydz = / (x(z —y) — cos(x —y) + 1) dady = / (332 +x— sinm) dx = —g + cos 1.
E T 0



