Esercitazione AM2 n. 1 - A.A. 2005-2006 - 26/9/05

Successioni di funzioni

Studiare la convergenza puntuale ed uniforme delle seguenti succes-
sioni di funzioni negli intervalli indicati:

L. fn(‘r) = m7 LS (07 1)

2. falz) =% reR

3. falx) = =15, x €R.

1+n*?
4. fn(x) = X[nn+1); T € R.

5. fulx) = 1;—22, z € R.
Studiare anche la successione delle derivate.

6. fo(x) = \/ﬁx[i’%), x € (0,1).
Verificare che non converge uniformemente ma che vale il passaggio
al limite sotto segno di integrale.

an’x 0§x<%
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Verificare che non converge uniformemente e che non vale il passag-
gio al limite sotto segno di integrale.

8. fu(z) =Len + 2", z €R.

3

9. fulx) = en<2*1)x[n,oo), x € R.

n3|xl | <1
10. fu(2) =1 ol <5

1 Lz <1
E’ vero che lim,_.o f_ll folz)dz = f_ll f(x)dx?



Soluzioni Esercitazione AM2 n. 1 - 26/9/05

1. fulz) = o T € (0,1). La successione converge puntualmente
alla funzione f(z) = 0 su (0,1). Non converge uniformemente perché
SUp(o.1) fn(z) =1 — +oo, quindi si ha convergenza uniforme su [a, 1)
con a > 0.

2. fo(w) = = 2 € R. La successione converge puntualmente

14+nz
alla funzione f(z) = 0 su per x > 0. Poiché esiste xy > 0 tale che

SUpP,>o | fn(2)| < woe™™ f— 0, la convergenza é uniforme su tutto
[0, +00).

3. falz) = ﬁ, x € R. La successione converge alla funzione
f(z) = 0per z >0, f(z) = 1 perz = 0e f(z) =1 per z < 0.
Chiaramente f(z) ¢ C(R), quindi la convergenza é uniforme solo su
R\ (=9,9) per ogni ¢ > 0.

4. fu(x) = Xmnn+1), £ € R. La successione converge alla funzione
nulla su R, ma il supg f,(z) = 1 per ogni n, quindi la convergenza é
uniforme solo sui compatti di R.

5. [a(z) = {552, € R. La successione converge puntualmente
ma non uniformemente alla funzione f(z) = 0 per z > 0 e f(0) = 1.
La successione delle derivate converge puntualmente ma non uniforme-
mente alla funzione f(x) =0 per z > 0.

6. fu(z) = \/ﬁx[%’%), x € (0,1). La successione converge puntual-
mente alla funzione nulla su R, non vi converge uniformemente perché
sup(g1) fn(®) = Vv o 00, ma fol falz) = ﬁﬁ o 0.

7. La successione converge puntualmente a zero perché [2, 5] — [0, b],
ma non converge uniformemente perché supyy ; fn(z) = fa(2) =an —
0o. Inoltre non vale il passaggio al limite sotto segno di integrale perché
fob fn(z) = ab > 0 per ogni n.

8. fa(z) = Len 4+ 2", x € R. La successione converge a f(z) = 0

per —1 <x < 1, f(1) = 1. La convergenza non ¢ uniforme ma lo é su

|z| < a per ogni a < 1 visto ché supy, <, | fn(2)| < < +a" — 0.
n3
9. fa(x) = e D xjo), ¢ € R, La successione converge pun-
tualmente a zero perché per ogni z esiste n, = max{[z],0} tale che

fn(x) = 0 per ogni n > n,. La convergenza é uniforme solo sui com-
3

patti di R in quanto f,(n) = e D s 00.
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10. La successione converge puntualmente a f(z) = 1 per z # 0 e
f(0) = 0. La convergenza é uniforme solo in [—1,1] \ (—d,0) per ogni
0 > 0. Inoltre f_ll(fn(x) — f(z)) dx = 0 per ogni n.



