AM2: Tracce delle lezioni- VIII Settimana
In quanto segue, ACR" f:A—R, D.(u)CA u=(z,...,2,).

DERIVATE PARZIALI Se t— f(t,xo,...,2,) éderivabile in ¢ = x4,
diremo che f é (parzialmente) derivabile rispetto alla prima variabile z; in u e
scriveremo

_of o f@ A, ) — fan, . 2)
fx1(u) = a—wl(l'l,...,.l"n). = %EI(I) 5
ovVVero aa—ai(xl,...,xn) = %f(t7l'2,...,xn)‘t:11. Analogamente,
ﬁ(u) ~ lim flre, ..o,z +0,...,x0) — f(z1,..., ) — lim flu+oej) — f(u)
Ox; 50 0 50 0

(e; ha coordinate tutte nulle eccetto la j-esima, che vale 1) se tale limite esiste finito.

Sia O aperto: f e CHO) se %, j=1,...,n esistono e sono continue in O.

DERIVATE DIREZIONALI Sia  h € R™ Se t — f(u+th)é

derivabile a destra in t = 0,  diremo che f é derivabile nella direzione h in u e
scriveremo o/ p 1 th) — f(un)
_a o u + — J(uo
%(u) = dtf(u +th),_,. = tl_l}%}r ;

DIFFERENZIABILITA, DIFFERENZIALE, GRADIENTE Se es-
iste un vettore a € R™ tale che

fluth) = [f(u)+ <a,h>] = of||n]]) per [[h][—0
f si dice differenziabile in u, a si chiama gradiente di f in u e si denota V f(u):

fluth) = [flw)+ <V f(u) h>]
7]

—lnf—0 0

Il funzionale lineare in R" dato da h —< V f(u), h > si chiama differenziale di f in
w e siindica df(u). Dunque

df(u) (h) = <V f(u),h> Vh e R"

fluth) = f(0) + df(u) (h) + o([|R]]) per ||A][—0
ESEMPI 1 (i) f(z,y) = apz” + a1 2" 'y + ... + an_1 2y + an y",



flx,y) = ev Y’ f(x,y) = sinzy  sono di classe  C'(R?)

(i)  flo,y) = S5, se 22 +y? #0, £(0,0) =0 édi classe C*(R?\ (0,0))

a2 4y?
ed ha anche derivate parziali in (0,0) :

9 3_ .02 D) 3 _ .2 D) D)
0f _w—wr 0L ooy O g - Y )
or (22 +y?)? oy (2 4 y?2)? ox oy
Tuttavia f non ha derivata in (0, 0) nella direzione A , a meno che non sia h = (x,0)
oppure h = (0,y) per qualche z,y, perché flz, ty) = xﬁ’yQ.
Ricordiamo che f non é continua in zero. Dunque,

una funzione pud avere derivate parziali in un punto senza essere con-
tinua in quel punto.

or

A futura memoria: %(0, y) = é Vy#0 equindi Z  non é continua in (0,0).

zt ’ , 24
(ii)) flz,y) = e, F0.0) =0 E 88 = hws - 00 =

%(O, 0)=0 VYhe R%.  Siccome f(z,z?) =1, vediamo che

una funzione pud essere derivabile, in un punto, lungo tutte le direzioni
senza essere continua in quel punto.

(i) flz,y) = 2L se 22+y>#0, £(0,0)=0 édiclasse C*(R2\(0,0))

2 +y2 )
ed ha derivate parziali anche in (0, 0):

or _ 2y’ of at—at?  Of, o af,
or (22 4 y2)2’ By = (@ 1 g2) o7 (0,0) = By (0,0)=0

Inoltre, in (0,0), f é derivabile in tutte le direzioni: %(O, 0) = li{n @ = f(h).
Ricordiamo inoltre che che f é continua anche in zero.
Tuttavia f non é differenziabile in  (0,0), perché, come vedremo nel-

la seguente Proposizione 1, cié comporterebbe %(0,0) = < Vf(0,0),h >,
ovvero, nell’esempio in questione,  f(h) =0 Vh € R?% Dunque

una funzione pud essere continua e derivabile lungo tutte le direzioni ,
in un punto, senza essere differenziabile in quel punto.

Notiamo che:  [9L(t,#)| = § per t # 0 e quindi % non ¢ continua in (0,0).



Proposizione 1 Sia f differenziabile in u. Allora f ¢ continua inu e

of of

2
3 — =
Vh € R, 8h(u) e 0h(u) <V f(u),h>
In particolare, —ggf; (u) esistono perognij e Vf(u) = ( _869{1 (uw),..., —8‘1{1 (u))

Infatti | f(u+h) = fu)| <| <V[(u),h>+o([[h)] < (V)] +oM)]A]],

e quindi f é continua in u. Poi, Ve >0,30.: ||| =1,]t] <0 =
u+th)—f(u u+th)—f(u)—<V f(u),th o||th
’f( +tt) flu) < Vf(u),h>| = ’f( +th)—£( )t <V f(u),t >‘ _ (|I‘i|||) <e .
In particolare, IL () = lir%w =< Vf(u),e; >.
J —
Proposizione 2 feCYD.(u)) = f édifferenziabile in u.

Prova. Per semplicitd: n = 2. Scriviamo v = (z,y). Da f,, f, continue segue

OF (i)~ 2 oy 119 (- O

30 = : — —
Ve>036=0>0 3x(w) ax(v)\ 8y(w) o

(v)] < e Vw,v € Ds(u)

Applicando il Teorema Fondamentale del Calcolo a L f(r,y+1t) = %(T, y+1)

ea Lf(z7T) = g—g(xﬂ') otteniamo v
0 0
ot st = Jen) - | P + P |-
o st ) = fay 0= S s a4 ) -~ fan) - S e <
T+s y+t

/ [%(T,y 1) - %(%y)} dr

x

+

/ [g—g(x, 7) — g—g(x, y)} dr

Yy

< e(ls|+t]) se S+t
ESEMPI 2. (j) Se g € C(ab]). f(.5) = [g(0)dt, vy € [a.b] x [a.b], &

9 = —g(z), g—g =g(y), =,y € (a,b) e quindi f € C'((a,b) x (a,b)).

(jj) Le funzioni in Esempi 1-(ii)-(iii) sono differenziabili per la Prop. 2 in ogni
u # 0 mentre in (0,0), pur avendo derivate parziali od addirittura derivate in tutte
le direzioni, non sono differenziabili perché discontinue.

3



() fly) = SR 10,0

$4+y2
@, 9)] < 3vaZ Ty Inoltre  5(0) = lim 2 = 0 vh € R,

~—

= 0 é continua in  (0,0) perché

I

8
[\

¢
~s
=
.

Ma f non é differenziabile in (0,0): y
Il Teorema del valor medio  Sia f € C*(O), O aperto convesso. Allora

560 = @) < lluvll sup V(0 + 1= )]

fv+tlu—w))] dt] =

Etl&

1
Infatti I f(u) — — | /
0

1
|/ <Vflv+tlu—v)),u—v>dt] < |lu—o|| sup ||[Vf(v+tlu—v))
0 t€l0,1]

Corollario  Sia f € C'(0), O aperto connesso per archi. Allora
Vfiu) = 0VvueO = f=cost. in O

Prova. Fissati w, v € O , sia () = (z(t),y(t)) € OVt € [0,1],

cammino continuo in O, con (0) = u, (1) = v . Il teorema del valor
medio implica che f é costante sui dischi e quindi, dalla continuita di v segue:
t:=sup{t: f(v(s)) = f(u) Vs €[0,t)} >0 e, argomentanto per contraddizione,

necessariamente ¢ = 1.

Cammini differenziabili Se v(t) = (x1(t),...,x,(t)), z; € C*([0,1]) Vi =
1,...,n scriveremo ~ € C'([0,1],R") e diremo che y ¢ cammino differenziabile e

A(t) = (21(t), ..., 2,(t)) €éil vettore tangente a ~ in ~(¢) .
Esempio.  ~(t) = (rcos2nt,rsin2nt), t € [0,1], F(t) = (—2nrsin 2nt, 27r cos 27t)

Sia f € CY(R?), h e R? Sia~(t) = (th, f(th)) parametrizzazione della
curva ottenuta intersecando il grafico di f con il piano passante per 'asse delle z e
per la retta che unisce h all’origine. Il vettore tangente alla curva v nell’origine é

d d
th
) dt

(h,< Vf(0,0),h>) = <dt(

- f(th))

Al variare di h in R? si ottengono tutti i vettori tangenti al grafico di f in (0,0)).



Derivazione di funzioni composte Sia f € C1(0),v € C'([0,1],0) Allora
CIe) =< ViG0).40) >
B y(t4s) = y(t)+4(t)s+h(s), f(ut+h) = fu)+ < Vf(u),h>+o(h) =
fOy(t+5)) = f(y(1)+ < Vf(y(1),4(t) > s + o(s) ove

o(s) =< Vf(v(t)),h(s) > +o(¥(t)s+h(s)). Infatti Ve>0, 36, >0,5.>0:
(k| <6 = o(k) <ellkl])e(|s| < se = [h(s)]| <els] e [[¥@)[|s|+]A(s)]] < bc)
= [ < V(1) h(s) > +a(§(t)s + h(s))| <els| ([[VSy I + [[F@OI + 1).

Significato geometrico del differenziale

(ovvero della forma lineare h —<Vf(0,0),h >, h € R™)
Per semplicitd, sian =2. Sia f:R? — R. Il suo grafico é la ’superfice’ in R?

{(z,y, f(z,y)) : (x,y) € dominio di f}
Piano tangente . Per semplicitd supponiamo f(0,0) = 0. 1l piano in R3

0 0
z = 8_£(0’0>x+8_g];(0’0>y (z,y) € R?

che ha la proprieta di approssimare bene il grafico di f in punti vicini a (0, 0):
f(h)= <V f(0,0), h >=o([[h]]), h=(z,y) =0

si chiama piano tangente al grafico di f in (0,0, £(0,0)). E formato dai vettori

d d

(h, <V [(0,0),h>) = (= (th), - [(th)) ~ h€R?
dt dt

(vettori tangenti al grafico di f in (0,0)) ovvero dai vettori tangenti in (0, 0)

alle curve ¢ — (th, f(th)) (h € R?). Infine, z = f(u)+ < Vf(0,0),h>, h€R?

¢ il piano tangente al grafico di f nel punto (u, f(u)).

Significato geometrico del gradiente. < f(u+th) = % (u) =< Vf(u), h >
é la pendenza della curva intersezione del grafico di f con il piano {(u+th,z):t,z €
R}. Da sup | < Vf(u),h>]| = [|[Vf(u)|, segue: Vf(u) éla direzione di
[[p][=1
massima pendenza del graficodi finue ||V f(u)|| ¢élamassima pendenzadi f in u.



ESRCIZIO 1. Dati «, 8 > 0, sia

flz,y) = JzI” lyl® se  a’4+y> #£0, [(0,00 =0. E
Y x2+y2 Y ?

of _ |x* Iyl [(or = 2)a* + ay’] 2, 0 of

-— = ~ — 0

B T (21 ) : se x" 4y #0, e (0,0)

of |z[* [y)” [B2* + (B = 2)y”] 2 2 of

of _ 0, 0,0 =0
Abbiamo visto che  f ¢ continua in (0,0) & a+ 4> 2

Provare ora che

(i) esiste 2L(0,0) V h e R? &
(i) f  é differenziabile in (0,0) S a+ [ >3
(iii) feC! & a+ >3 e a f>1

) a+8 <3 = L& — o837 o) b0 o +oo  (sez?+y2#£0
t +y
e a+p =3 = f(t+ty) —20,20 f(x,y) e quindi, se a4+ p < 3,
f non é derivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0). Invece,
a+B >3 = LW, 000 equndi 20,00 = 0VheR

(ii) Da (ii) segue che f non é differenziabile in (0,0) se « + 3 < 3.
Sia a + g > 3.
Siccome  f,(0,0) = £,(0,0) =0

f ¢ differenziabile in ~ (0,0) < % ey 0
Siccome
x| |y|? o
a>3 a+p>3 = (L2’+‘z‘)_ < (x2 + y2)T3 |y|’g — 224420 0
basta considerare il caso «, (§ € (0,3) Posto T .= %H é
allora 7€ (0,imin{a,8}), o + 8 —27 =3 e
3 ( 2 :
f(z,y) |5 @) Jy|5 D) S —_—
\/ﬁjw = 22 + 42 lz[" y[" < |2|" [y|” —e24y2—0 0

di nuovo in virtd di (x).



(iii) Da (iii) segue che fnon ¢ C'se o + < 3. Sia o+ 8 > 3.

] ) af T a—1 Y B
Come in (1) a >1, a+ >3 = |%‘ S % 2244250 0
mentre, se  «a € (0,1) e v >> 1 risulta
of tA=2770=2) [(q — 2) 12772 + q
Y ) —
07 (t",t) = (2 + 1) im0t 00

Analogamente,  f, —,24,2.00 sse o+ 3 >3 ef >1

ESRCIZIO 2. Dati a, 8 > 0, sia

(z,y) = lel" ly1? 24y? £ 0 0,0) = 0 E
g:c,y)—x4+y2 se  x"+y” #0, ¢(0,0) =0
dg _ |2* |y [(a = 4)2* + ay’] 2, .2 99
= = 0, —2(0,0) =0
Ox z (z* + y?)? se Ay 70, 8x( '0)
dg 2| |y|® [Bz* + (8 — 2)y?] 2, .2 Jg

_ 0, =2(0,0) =0
Ay y (z* +y?)? e Ty A0 5, 0.0

Provare che

(i) ¢ ¢ continuain (0,0) & o+ 28 >4
(ii) esiste  92(0,0) VheR? & a+ >3
(i) g ¢ differenziabile in (0,0) << a+25>5 e o+ (3 >3
(iv) geC! & a+28>6 e a 8>1

(i) Se «a+28 < 4, g(tr,t?y) = t*+t?~4g(x,y) non va a zero al tendere
di t a zero (se z? + y* # 0) e quindi g non é continua in (0, 0).

Sia dunque o + 2@ > 4.

Se flz,y) = % é  g(z,y) = f@*y) =20 0 perché
S + B > 2 (vedilesercizio 1) e quindi g ¢é continua.

.. L3zl |yl?
(i) a+p <3 = —g(t?ty) = toth-3 t|2“2|4 L_y|yg —a24y20 TOO €

a B . .
a+pf =3 = M 244250 \w\y2|y\ (se > +y* # 0) e quindi,

a+0 <3 = fnon é derivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0, 0).
a+B >3 = Lm0 = 240,00=0 VheR:



(iii) Siccome g¢,(0,0) = ¢,(0,0) = 0

. o g(z,y)
g € differenziabile in  (0,0) < NZEaT: —y24420 0
Siccome a+23<5 = \fg’t% = ¢ot26-5 ﬁ non tende a zero al tendere

di t a zero, g non é differenziabile in (0,0) se « + 25 < 5. Inoltre da (ii) segue
che g non é differenziabile in (0,0) se o+ < 3.
Siadunque o + (3 >3 e a+ 20 >5. Daf(i)e (x) segue:

g(x.y) _ =l Tl eyl
\/x2+y2 \/x2+y2 x4+y2 - x4+y2

glz,y) gl [Py
VaT+y? oty | 2ty

(iv) Se a <1 e 7 >>1 risulta

a>1, a+28>5 = —24y2 50 0

1
2

a<l, a+f>3 = < Jy|*TP3 — 2420 0

t77270-9) [(q — 4) tY72 + q)
(t4=2 + 1)2

0
(t7,t) = — o+ +00

99
ox

Se [ <1 e v >>1 risulta

dg et U0 B+ (8- 2177
a—y(t,t'y) = (1 _‘_t27*4)2 —_0+ +00
Da (iii) segue che f non é C* se o + f < 3. Inoltre, g—g(t,tQ) =

B-1 42+20-6 pon tende a zero al tendere di t a zero se o + 28 < 6 e

quindi neanche in tal caso f ha derivate parziali continue in (0, 0).
Siano quindi  «,8 > 1, « + 206 > 6. Da (i) segue

dg, _ lx[*yl” (a—4)z* + ay?
ol < A R 0
ox zt+y T+ y

dg lyl” " ||

|3_y| <p e 2244250 0



