Soluzioni
4/04/2005

Esercizio 1. a) Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti Mx(t) =
E(et*) :

1 . 1 [ 1
MX(t):/O etzﬁa:e_? dxzﬁ i ve~ (5707 dg.

Moltiplicando e dividendo per (% — t)2 otteniamo

My(t) = (_ﬁ [ G- t)zxe—@—t)m do = ﬁ

1
(1 —th)*
Inoltre sappiamo che F(X*) = i—iMX(t)‘ , quindi:
d 1 20
E(X)= —Mx(t - - =~ — 920
(X) = ZMx® o dt(1—t0)2|_, (1 —t9)3|t:0
) d 662
E(X?) = —Mx(t)] = ——5| =060’
(X) = GMx(®) e (=10,

da cul si ottiene che la varianza ¢ data da
Var(X) = B(X?) — E*(X) = 667 — 46* = 20

b) Dobbiamo mostrare che la densita fp(z) = 9%.7: exp {—%} appartiene alla
famiglia esponenziale ovvero si puo scrivere come d(x) exp{c(0) + a(0)t(x)}.
Infatti si ha: |
) = {01}
e ponendo d(z) = z, ¢(§) = —2log(0), a(d) = —3 e t(x) = x concludiamo
che la densita fp(z) appartiene alla famiglia esponenziale.
c¢) La distribuzione congiunta del campione Xy,..., X, ¢ data da

n n 1 n
Jolwr ) = [ folws) = Hxiexp{—zmoge— 52%}
=1 =1 =1
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e visto che fy(x) appartiene alla famiglia esponenziale si ha che T(X) =
¢ . X, ¢ una statistica sufficiente per 6.

d) Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti sfruttando l'indipen-
denza delle variabili Xy,..., X,:

Mrpex)(t) = F <exp {tZX}) - B (H etXi) _

u 1

H (e™) (1—to)2
Questa ¢ la funzione generatrice dei momenti di una Gamma(2n, %), quindi
si ha che T' ~ Gamma(2n, 3)

e) Calcoliamo la media di X:

E(X) = %Z E(X;) = %nZQ = 26.

i=1

Da questo si deduce che la media campionaria non ¢ uno stimatore corretto
per 6, nonostante cio e possibile correggerlo dividendolo per 2:

"X\ 1o 1
E (Z—l) = —B(X)=220=09,
2n 2 2

quindi 7,(X) = 5 ¢ uno stimatore corretto per 6.

N.B. Se fosse stato ad esempio F(X) = % non avremmo potuto correggerlo

semplicemente ponendo T.(X) = k/X dal momento che non necessariamente

E(X1) =2

f) Poniamo T*(X) = E%—?}LX, per definizione si ha che

MSE (T*(X)) = Var (T*(x)) — Bias® (T*(x)),

ma Bias (T*(x)) = E(T*(X)) — 6 = 0 in quanto lo stimatore & corretto.
Quindi per 'inidpendenza si ha

i} . 1 n 1 n 92
MSE(T(X)) = Var (T"(X)) = > Var(X;) = yoes > 26° = o
=1 =1

g) La funzione di verosmiglianza &
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per cui la logverosimiglianza e

0(0) = —2nlogf — %,

quindi

, —2n T
00) = — +2921

per cui ponendo ¢ (f) = 0 otteniamo

6 — D iy Ti
on

La derivata seconda della logverosimiglianza e

2n  2n

per cui l'informazione di Fisher 1(0) = E[—¢"(0)] = 2% ¢ il limite inferiore di
Rao Cramer per la varianza di uno stimatore corretto di 6 e
92
10" = —
0" =5

ovvero quanto la varianza di 0 che era stata gia calcolata al punto f).
h) Applicando la definizione di media

1 0011 _z 1 Ool_ﬂ 1
E(X):/; ;ﬁme 9d$:§/0' 56 9d$:§,

. -1 n 1 o . 1.
quindi 3 >, 5~ € uno stimatore corretto per g:

1 — 1 1 — 1 in 1
E(ﬁzz>:52E(z):ﬁaza

1=1 =

Esercizio 2. La densita di una Cauchy(1,0) ¢

f(z]0) =

T
1+ (z—0)

quindi la congiunta diventa

J(x|0) = 7" exp {— D> _log (1+ (i - 9)2)}

che non puo essere ricondotta alla famiglia esponenziale.
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Esercizio 3. (a)

E(1/Z) = /OO l>\—6€_’\225_1dz = /00 >\—66_“z5_1_1dz =
o 2T1(9) o T'(9)

(integrabile solo se § > 1)

X T(5—1) /°° N7 gy, _ N TE-1)
o T(G—1) NOREE

S T(6) Ao-?

A questo punto sapendo che I'(§) = [ 2°~le~®dx e integrando per parti si

0
ottiene la formula

['(9)
ré—-—1) = —=
(G-1)= 5,
concludiamo che )

In modo analogo (ovvero sempre integrando una densita di tipo gamma) si
ottiene che

E(1)Z%) = /°° l>\—6e_’\zz§_1dz = /00 al e M0 3dy =
o 2°T(9) o T'(9)

/\2
(0-2)(6-1)

Posto W =1/Z

Var(W) = EOW?) = EOV)* = E(1/2) ~ [E(/Z))* =

% A )2 22
T2 -1 (5—1) T (6-120-2)

(b)

(1) La funzione di verosimiglianza & data da

L) =0" (ﬁ%) :exp{nlog9+(0—1)ilog;pi}

=1

e il suo logaritmo da

[(0) =nlogh+ (0 —1) Zlogxi.
i=1



Per trovare lo stimatore di massima verosimiglianza 6 deriviamo 1(0):

d n - - n
do (9) 0 ; > ey log z;
- n
0= ——=—7—
o logx;
Dobbiamo calcolare E(é) Osserviamo che ¥ = —log X ¢ una v.a.
esponenziale di parmetro #. Infatti poniamo y = —logz e quindi z =
e~ ¥ dunque
d
Firly) = Fxle) |oe| = e,

Quindi, poiché la somma di n v.a. esponenziali di parametro 6 si dis-
tribuiscono come una Gamma(n, 6), si ha

1
Z?:1 log ;

dove GI(n,0) ¢ una Gamma Inversa. Ora

— Zlog z; ~ Gamma(n, ) = — = GI(n,0),
i=1

A n

1 1
El - = 0= E0) = 0.
( > ?_Hogxi) n_1 (6) n—1

Lo stimatore di massima verosimiglianza # non e corretto ma asintoti-
camente corretto, infatti

1
n—1

Bias(0) = E(0) — 0 = 6 — 0.

Poiche Var((8)) = n?Var(1/2?) dove Z = — 3.1 logz; & una
Gamma(n, @) allora

n?6*
(n—1)2(n —2)

Var((0)) =

che converge a 0 quando n va ad infinito. Essendo lo stimatore asin-
toticamente corretto quando n va ad infinito 6 si concentra sempre di
piu intorno a # e quindi ci converge in probabilita.

Uno stimatore corretto e "T_lé la cui varianza ¢ quindi 6?/(n — 2)
La derivata seconda della logverosmiglianza ¢ —n/6? per cui il limite
inferiore di Rao Cramer ¢ 62 /n



(5) Lefficienza sara quindi

62 /n n—2

02/(n—2) n

Che cosa significa che l'efficienza tende ad 1 quando n va ad infinito?

(6) Per la proprieta di invarianza degli stimatori di massima verosimi-
glianza, essendo invertibili le funzioni 1/6 e 6(1 — ), gli stimatori sono

1/0e0(1—0).



