Tutorato 5 - ICA
Soluzioni

Estremo superiore ed inferiore dell’intervallo (a,b) a <b

Per definizione di intervallo si ha
Vo e (a,b) = x<b
Sia A < b cioe sia
A=b—¢ cone>0

allora
dy>b—c tc. y€(ab)

basta infatti scegliere

b—% se e<b—a
y:
ath se e=2b—a
2
Quindi
sup (a,b) = b

Analogamente si dimostra che
inf (a,b) = a

e che anche per intervalli chiusi a destra, a sinistra, sia a destra che a sinistra,
o con uno o entrambi gli estremi uguali a infinito (e meno infinito) il sup e
I'inf sono gli estremi dell’intervallo.

Soluzioni degli esercizi

1. Dimostrare per induzione che

(n—1)n(n+1)
3

(a) 1-242-3+3-44+...4(n—1)-n=

Pern=1siha  (1—1).1=0=100+0
che e banalmente verificata.
Supponiamo la relazione vera fino a n — 1 e dimostriamola per n.



1-24+2-343-44...+(n—1)-n=
=1-242-34+34+...+(n=2)(n—1)+(n—1)-n=

_ (H—Q)én—l)n_i_(n_l)‘n:
_ (n—2)(n—1)n+3n(n—1) _
3
a0 -248) (- Da(as D)
3 3
(WH(l—é):n;&l con n =2
Per n =2 si ha 1—i:%

che e banalmente verificata.
Supponiamo la relazione vera fino a n — 1 e dimostriamola per n.

()= (=) (%) -

- (1 B %) 2(nn— 1) n2n; - 2(nn— 1)

nn+1)(n—1) n+1
2n2(n—1)  2n

2. Determinare 'estremo superiore e ’estremo inferiore dei seguenti insie-
mi di numeri reali e dire se si tratta del massimo o del minimo

(a) A:{HLHMGN}

Verifichiamo che sup A =1 e che inf A = 5. Si ha

1
5.
< 1 infatti evidentemente n < n + 1.

n—+
Inoltre sia A < 1, cioe de >0t.c. A=1—¢.
Allora 3a € A t.c. a > 1 — . Basta prendere n in modo che

g >l—-e = n>n+tl-ne—¢ = ne>l-e¢ =
1-¢ i _
n > ~==. Quindi sup A = 1.

Per quanto riguarda I'inf si ha

1 . )
> —  infatti
n—+1 2

2nzn+1 = n>1.

. , o 1 1 . 1
Inoltre poiché pern =1 25 =35 = 5€A = minA=j;



2+ 1

(b) A:{ ’ |meR}

Verifichiamo che sup A = % e che inf A = —%. Si ha

€T 1 . .
2241 g 5 infatti

20 <2’ +1 = 22-22+120 = (z-122>0.

: 4 _ z 1 1
Poiché perz =1 5 =5 = €A = maxA=j;

Analogamente per l'inf si ha

€T 1 . .
2241 2 ) infatti

20> —2-1 = 2°422+120 = (z+1)2>0.

x;’;l:—% = —3€A = mnd=-

© {7 lee 20

Verifichiamo che sup A = oo e che inf A = 2. VM > 0 possiamo
trovare z € (=2, —1) t.c. 55 > M.  Infatti

N =

Poiché per z = —1

N =

Ii1>M = <M+l = zz<Mz+M =
= z-Mx<M = z1-M)<M =
= > M
T
1-M

M . .
Inoltre 73; < —1, infatti

M
<-1 = M>M-1
M

Quindi sup A = o
Per quanto riguarda I'inf si ha 25 > 2 infatti
x

=22 = r<2xr+2 = x>-2
r+1

e questa disequazione ¢ verificata Vx € (—2,—1)
Inoltre Ve >0 da€ A tc. a<2+¢
Infatti basta scegliere z € (=2, —1) in modo che 5 <2 +e:

1 <24e = x> (z+1)(24+e) = x> 2ztert2+e =
X

24¢

= (-l—¢gz>2+e = < —
1+¢€

2+ : :
Inoltre —{3= > —2, infatti
2+¢

C1+e
Quindi infA =2

>—-2 = 24e<2+4+2 = >0




3n?
A_{éln—l—l |n€N}

Verifichiamo che sup A = oo e che infA = % VM > 0 possiamo

trovare n t.c. 4?7)251 > M. Infatti

3n? - —2M + V4M? — M

>M = 3n°+4Mn+M >0 = n

dn +1 3
Quindi sup A = ¢
p to riguarda Tinf si ha —"— >3 infatti
€r quanto riguarda 1 1nr s1 na =Z = Inrattl
d & m+1-5

15n? > 12n+3 = 15m%?—12n—3 >0, e questa disequazione

& verificata se n > $Hv36+15 Vf’g% =1, cioe Vn € N.

sahe _ 32 __ 3 : _ 3
Poichepern=1 g5 =5 = minA=¢
A (=" ! |neN

=< (= n

n+1
Verifichiamo che sup A = % e che inf A = —%. Si ha
1 1

(—1)"n+ | < 3 infatti

(—=1)"-3<n+1 eéverificata per n dispari, e per n pari con
n>2 cioeVne&N.

ohe _ =H™ _ 1 _ 1
Poiche pern=2 -4 =35 = maxA=3
: e (D)7 Lo
Per quanto riguarda I'inf si ha > —— infatti

n+1

(-)"-2<-n—-1 = (=1)"1.2>n+1 chedinuovo e

verificata Vn € N.

Poiche per n =1 (;Jlr)ln = —% = minAd=-—

1
2

A={zeR|z* <8}
Poiché <8 & <2
= A=(-00,2) = supA=2 infA=—o00

A={zeR|z+1>3zx—-2}

[\CR V]

reAd & zz+1232-2 & x-3r>-2-1 & =

N



Quindi A = (—oo,%] = maXA:% infA=—o0
(h) A={z eR|x+5<3x+4}

€A & z+5<3z+4 & x-3x<4-5 & =z

WV
DN | —

QuindiA:[%,oo) = supA=o0 minA:%

(i) A={zeQ|a*<2}
Verifichiamo che sup A = V2 e che inf A = —/2. Si ha

<2 = :17<\/§

e inoltre VA <2  poiche Q & denso in R esiste sempre un
geEQtc. A<g<v2 = supAd=+2.
Analogamente si mostra che inf A = —/2

(j) A=(0,1]U2,3]
maxA =3 infA=0

A=(1,4 = maxA=4 infA=1

11 1
) A=q1, - =, ...,—, ...
0 a={15 50

Verifichiamo che supA = 1 e che infA = 0. Si ha ovviamente
%<1 VneN epoiché 1€ A = maxA=1

Per quanto riguarda I'inf si ha % > 0. Inoltre VA>0 dneN
t.c. % < A. Basta scegliere n > % = infA=0

(m) A:{—1,%,—%,...,(_1)",...}

n

Verifichiamo che sup A = % e che infA = —1.

. o )" 1 _ 1
Si ha per n dispari, n =2k -1 = ‘——=5=5<3

[\

e per n pari, n =2k = ig% infatti 2k > 2

Analogamente per l'inf si ha per n =2k — 1

5



2k—1 2k—1
1

epern=2k = 5>

Inoltre poiché —1 € A e

—L > _1 infatti =<1 = 2k—1>1

1
2

A={zeR |2’ cQ}

Verifichiamo che sup A = oo e che inf A = —o0.
VM >0 sia N=[M]+1
Allora N >MeN?cQ = NcA

Quindi sup A = co. Analogamente si dimostra che inf A = —oc.

1
cA = maXA:% min A = —1



