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Esercizio 1. Siano (X, TX), (Y, TY ) due spazi topologici e sia TX×Y la topologia
prodotto su X × Y . Dimostrare che

• TX×Y = P(X × Y ) se e solo se TX = P(X) e TY = P(Y )

• TX×Y = I(X × Y ) se e solo se TX = I(X) e TY = I(Y )

dove P(·), I(·) denotano la topologia discreta e quella banale.

Esercizio 2. Siano (X, TX) e (Y, TY ) due spazi topologici e sia T la topologia
prodotto su X × Y . Sia T ′X una topologia su X tale che T ′X ≺ TX .
Se T ′ è la topologia prodotto su (X, T ′X)× (Y, TY ) dimostrare che

T ′ ≺ T
Esercizio 3. Sia f : (X, TX) → (Y, TY ) un omeomorfismo. Sia y0 ∈ Y un
elemento fissato e sia

F : (X, TX) → (Y, TY )× (Y, TY )
x 7→ (f(x), y0)

Dimostrare che F è un’immersione.

Esercizio 4. Siano:

f : (X, TX) → (Y, TY )
g : (X ′, TX′) → (Y ′, TY ′)

due applicazioni tra spazi topologici. Definiamo:

Φ : (X ×X ′, T ) → (Y × Y ′, T ′)
(x, x′) 7→ (f(x), g(x′))

dove T , T ′ denotano le topologie prodotto sugli spazi X ×X ′ e Y × Y ′ rispet-
tivamente.
Dimostrare che

1. Φ è continua ⇐⇒ f, g sono continue;

2. Φ è aperta ⇐⇒ f, g sono aperte;

3. Φ è un omeopmorfismo ⇐⇒ f, g sono degli omeomorfismi.

Esercizio 5. Siano:

f : (X, TX) → (Y, TY )
g : (X, TX) → (Y ′, TY ′)

due applicazioni tra spazi topologici. Definiamo:

Ψ : (X, TX) → (Y × Y ′, TY×Y ′)
x 7→ (f(x), g(x′))

Dimostrare che
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1. Ψ è continua ⇐⇒ f, g sono continue;

2. Ψ è aperta =⇒ f, g sono aperte;

3. se f, g sono aperte allora Ψ può non essere aperta.

Esercizio 6. Siano (X, TX) e (Y, TY ) due spazi topologici e siano A,B due
sottoinsiemi di X e Y rispettivamente. Sia (X × Y, T×Y ). Verificare che:

1. Int(A×B) = Int(A)× Int(B)

2. Est(A×B) = (Est(A)× Y ) ∪ (X × Est(B))

3. (A×B) = A×B

4. Fr(A×B) = (Fr(A)×B) ∪ (A× Fr(B))

5. D(A×B) = (D(A)×B) ∪ (A×D(B))

Esercizio 7. Siano (X, Td) e (X ′, Td′) due spazi metrizzabili allora (X×X ′, TX×X′)
è metrizzabile.

Esercizio 8. Siano (X, TX) e (Y, TY ) due spazi topologici verificanti una delle
seguenti proprietà:

1. sono separabili

2. verificano il primo assioma di numerabilità

3. verificano il secondo assioma di numerabilità

Dimostrare che (X × Y, TX×Y ) verifica la stessa proprietà.

Esercizio 9. Siano (X, TX) e (Y, TY ) due spazi topologici tali che (X×Y, TX×Y )
verifica una delle seguenti proprietà:

1. è metrizzabile

2. verifica il primo o il secondo assioma di numerabilità

3. è separabile

Dimostrare che anche (X, TX) e (Y, TY ) verificano la stessa proprietà.
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