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Esercizio 1. Sia (X, T ) uno spazio topologico. Dimostrare che (X, T ) è con-
nesso se e solo se ogni applicazione continua f : (X, T ) → (Y,P(Y )) è costante.

Esercizio 2. Verificare che ogni spazio topologico discreto (X,P(X)) è total-
mente sconnesso dimostrando che ogni insieme con cardinalità ≥ 2 è sconnesso.

Esercizio 3. Sia (Z, T ) lo spazio topologico avente come sottobase per la
topologia T la seguente famiglia di sottoinsiemi di Z:

S = {Vx = {x, x + 1} | x = 2k + 1, k ∈ Z }

Determinare i sottoinsiemi connessi e le componenti connesse di (Z, T ).

Esercizio 4. Sia (Q, E∣∣
Q) e sia ρ la relazione di equivalenza su Q cos̀ı definita:

∀x, y ∈ Q xρy ⇐⇒ x, y ≥ 0 oppure x, y < 0

Verificare che (Q/ρ, E∣∣
Q/ρ) è connesso.

Esercizio 5. Dimostrare che ogni spazio topologico discreto è localmente con-
nesso e totalmente sconnesso.
Se (X, T ) è localmente connesso e totalmente sconnesso allora T = P(X).

Esercizio 6. Sia (X, T ) uno spazio topologico e sia ρ una relazione di equiv-
alenza su (X, T ). Dimostrare che se ogni classe di equivalenza è connessa e che
se lo spazio topologico quoziente è connesso allora (X, T ) è connesso.

Esercizio 7. 1. Dimostrare che ogni spazio topologico banale è connesso per
archi.

2. Dimostrare che ogni sottoinsieme convesso di (Rn, E) è connesso per archi.

3. Dimostrare che se (X, T ) è connesso per archi e se T ′ è un’altra topologia
su X tale che T ′ ≺ T allora (X, T ′) è connesso per archi.

In particolare (R,K) è connesso per archi.

4. Dimostrare che se X ha cardinalità ≥ 2 allora (X,P(X)) non è connesso
per archi.
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