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1. Sia V uno spazio vettoriale reale.

(a) Si definiscano le nozioni di indipendenza lineare tra vettori di V e di dimensione di V;
(b) Si enunci il teorema principale che relaziona la dipendenza o indipendenza lineare tra
due insiemi di vettori di V' ed il loro numero;

(¢) si dimostri tale risultato.

2. Sia k un numero reale. Si consideri il sistema lineare

$1—kl’2—|—$3:1
$2—|—k$3:0
2$1—k$2 —|—$4:—1
v+ aotwg—a4 =1

Utilizzando esclusivamente operazioni elementari, si determinino i valori di & per i quali il
sistema ¢ (o no) compatibile e, in tal caso, si calcolino esplicitamente le soluzioni.

3. Sia k un numero reale e si considerino le due matrici

1 & 0 1 0 0
A=l0 1 o |,B=[0 1 0
1 1 k+1 0 0 0

(a) Si determinino i valori di k per i quali A puo essere trasformata in B con sole operazioni
elementari;

(b) per i valori di k individuati sopra, si determini una sequenza di operazioni elementari
che trasforma A in B.

4. Sia h un numero reale. Nello spazio vettoriale R* siano

U il sottospazio vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

{1}1 + x4 =0
iz —|—$3 =0
Wy =< (1,1,1,1),(0,1,0,—1),(2,3,2,h) > .

(a) Si determinino le dimensioni di U, Wj, e si scrivano esplicitamente due basi di tali

sottospazi;



(b) si determinino le dimensioni di Wj, + U e di W, N U;

(¢) si determinino (se esistono ) i valori di h per i quali
W, & U =R"

5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e siano Wi, W5 due sottospazi di V di
dimensioni ny, ny rispettivamente e tali che Wy N W, = {0}.

(a) Si dimostri che se U e un sottospazio U di V allora
UﬂWl—l—UﬂWQ gUﬂ(Wl—I-WQ);
(b) si determini per quali interi sy, s2 esiste un sottospazio U di V tale che

U—I—W1 —I-Wz :V,dimUﬂl/Vl :Sl,dimUQWQ :Sz,dimUQ(Wl —I—WQ) = S1 + s2.

SOLUZIONI

1. (a) [Sernesi, Def. 4.4 e 4.14]. (b) e (c) [Sernesi, Teor. 4.12]. =

2. Applichiamo il metodo di Gauss-Jordan alla matrice orlata

1 -k 1 0 1
0 1 k O 0
2 -k 0 1 -1
1 1 1 -1 1
Scambiando R; ed R4 otteniamo
1 1 1 -1 1
0 1 k O 0
2 -k 0 1 -1
1 -k 1 0 1

da cui, con le operazioni Ry — R3 — 2Ry, Ry — R4 — Ry si ha

1 1 1 -1 1

0 1 k 0 0

0 k-2 -2 3 -3
0 k-1 0 1 0

Con I” operazione Ry — Ry — R3 si ha

1 1 1 -1 1

0 1 k 0

0 k-2 -2 3 -3
0 1 2 -2 3



e scambiando Ry con R, otteniamo

1 1 1 -1 1
0 1 2 =2 3
0 k-2 -2 3 -3
0 1 k 0 0
R

da cui, con le operazioni Rz —

3—|-(k—|-2)R2,R4 —>R4—R2 s1 ha

1 1 1 -1 1
0 1 2 -2 3
0 0 2k+2 —2k—1 3k+3
0 0 k-2 2 -3

e con 'operazione Rz — Rz — 2R, si ha

1 1 1 -1 1
0 1 2 -2 3
0 0 6 —2k—5 3k+9
0 0 k-2 2 -3
e con 'operazione Ry — Ry — ’“6;2]%3 si ha
1 1 1 -1 1
0 1 2 -2 3
0 0 6 -2k —5 3k+9
0 0 0 (2k*4+k+2)/6 (—3k*—3k)/6

Dato che 2k? + k 4+ 2 # 0 per ogni k, si ¢ ottenuto un sistema a gradini che ¢ dunque

compatibile per ogni k ed ha, calcolando, I'unica soluzione

X _3k+9 (2k+5)(3K +3k) 9k 49k X __k_g_(2k+5)(k2+k)_ 6k? 4 6k
T 202k +k+2) 2k2+k+27 7 M2+ k+2 24 k42
X k43 (2k+5) (K + k) _ 3k*+3k .
ST 22k +k+2) T 224 k42

3. Effettuiamo operazioni elementari su A.

Con I” operazione R3 — R3 — Ry si ha

1 k 0
0 1 0
0 1—k k+1

da cui con l'operazione Rs — Rj3 + (k — 1) R si ottiene

~—

o O =
S =

0
0
E+1

3



Ora se k # —1 il rango di A e 3, mentre il rango di B & 2. Ne segue che non e possibile
trasformare A in B con sole operazioni elementari. Se invece k = —1, con 1’ operazione
Ry — Ry + Ry si ottiene B. =

4. (a) Un vettore v = (21,22, x3,x4) appartiene ad U se e solo se ne soddisfa le equazioni,
quindi se e solo se ¥4y = —x1,x3 = —x2. Pertanto i vettori di U sono tutti del tipo
(x1,29, =29, —x1) = 21(1,0,0,—1) 4+ 22(0,1,—1,0), quindi una base di U ¢
{(1,0,0,—-1),(0,1,—-1,0)} ed U ha dimensione 2.

Ora vediamo una base di W}. Eseguiamo operazioni elementari sulla matrice

1 1 1 1

01 0 -1

2 3 2 h
Con loperazione Rz — R3 — 2R, si ottiene

1 1 1 1

01 0 -1

01 0 h-2

Ora, se h = 1, una base di Wy ¢ {(1,1,1,1),(0,1,0,—1)}.
Invece, se h # 1, una base di W7 ¢ {(1,1,1,1),(0,1,0,-1),(2,3,2,h)}. Quindi dimW; = 2,
dimW;, =3 se h # 1.

(b) Calcoliamo dim(Wj 4 U) eseguendo operazioni elementari sulla matrice che ha per

righe 1 vettori delle basi di W}, ed U. Da

11 1 1
o1 0 -1
2 3 2 h
1 0 0 -1
01 -1 0
con le stesse operazioni sopra si ottiene
1 1 1 1
01 0 -1
0 0 0 h-1
1 0 O -1
0 1 -1 0



da cui, con 'operazione Ry — Ry — Ry si ha la matrice

1 1 1 1

0 1 0 -1
0 O 0 h-1
o -1 -1 =2
0o 1 -1 0

da cui, con le operazioni Ry —+ R4y + R2, Rs — Rs — R5 si ha la matrice

1 1 1 1
0 1 0 -1
0 0 0 hA-1
0o 0 -1 =3
0 0 -1 1
e con operazione Rs — Rs — Ry si ottiene

1 1 1 1

0 1 0 -1
0 0 0 hA-1
0o 0 -1 =3
0 0 0 4

Questa matrice ha 4 righe linearmente indipendenti (le righe 1, 2, 4 e 5), quindi

dim(Wj, 4+ U) = 4 per ogni h reale. Dalla formula di Grassmann si deduce
dim(Wy, NU) = dimW}, + dimU — dim(W;, + U)

da cui ‘
dim(W;, NU) = {(1) iﬁ;i .

(c¢) Allora W), & U = R*seesolose h=1. m

5. (a) Se v € UNW; + U N Wy allora esistono wy; € U N Wy,wy € U N Wy tali che

v =w + wz. Quindiv e U ev e Wy + Wy, cioe v € UnN(Wy + Ws).

(b) Dimostreremo che U esiste sempre.

Dato che Wy N Wy = {0} si ha dim(W; + W3) = ny 4+ ne. Ora se U esiste, per la formula

di Grassmann si ha

quindi dimU =n —ny — ng + s1 + so.



Per mostrare che un tale U esiste, siano {wy,...,wy, } una base di Wy e {vy,...,v5,}
una base di Wy da cui, per quanto detto sopra, {wy,...,wn,,v1,...,0,,} ¢ una base di
W1 4+ Ws. Per la Proposizione 4.16, 2) del [Sernesi] esiste un completamento

{W1, o Wy U1y ey Unyy Uty e ooy Uy —ny b ad una base di V. Si definisca
U=<wi,...;Ws;,V1yeeeyVsyyUlyenn,Un—ng—ny > -

Allora dimU = n — ny — ngy + s1 + s2. Inoltre U + Wy 4+ W; e generato da tutti 1 vettori
di una base di V, quindi U + W + Wy = V. Per la formula di Grassmann,

dimU N (W1 +Wy) =381+ s3+n—n1 —ng +ny +nz2 —n =351 + sz2.

Infine U + W ¢ generato da {wq, ..., Wpn,, V1,00, Vsyy Uty vy Up—n,—n, t da cul
dim(U+Wi)=n1+s24+n—ny—nyg=n+3s; —ny e

dimUNW; = n—ny—ng+ 81+ s2+n1 —n— sy +ny = s1. Analogamente dimU NW; = s,.



