AMD5: Tracce delle lezioni- XII Settimana

SOLUZIONI DEBOLI DELL’EQUAZIONE DI POISSON

N
Sia A=Y 53722_. Se , data f, wue C*(RY) é soluzione di

j=1
(equazione di Poisson) —Au=f in RV

allora, moltiplicando 1’equazione per ¢ € C;°(RY) ed integrando per parti, si ha
(*) [vuve = [f¢ voecr®Y)

Viceversa, se u € C2(RY) ha questa proprietd, allora é certamente soluzione
dell’equazione di Poisson.

Pit in generale, diremo che u é soluzione debole dell’equazione di Poisson se
u € D! e soddisfa (*).

TEOREMA. Sia N > 3.
VieL#5, 3lueD': /Vquo:/fgo Vo € C(RV)

Inoltre la soluzione dipende in modo continuo dal dato:

N+2

uwe D /Vquo = /fgo Vo € CPRY) = (/\VU|2)% < || f] 2x

Infatti, per le diseguaglianze di Holder e di Sobolev

I/fv|<\|f| an ol a < IfI 2y, vl Vo eD!

L N—

e cioé v — [fov ¢ un funzionale lineare e continuo su D! e quindi, per il
Teorema di rappresentazione di Riesz,

Ju € D' : /fv:<u,v>91:/Vqu Vv € D!

ovvero u é soluzione debole dell’equazione di Poisson con dato f.
Infine, per densitd, in (x) possiamo prendere ¢ = u, e quindi, usando Holder e
poi Sobolev,

J1vu = [uf <1l g, < clflly ([ 19023



UNA FORMULA DI RAPPRESENTAZIONE

Sia heL¥2 esia ue D! l'unica soluzione di (x) .  Allora
1 dg
b= — h#Gy_s, c:NN—Q/—
ev N e

Prova.  Abbiamo visto che h*x Gy_o € D' e inoltre h*xGn_yg € C®
se h € C§°. Proviamo dapprima che

h € Cgo = —A(h * GN_2> =cyh

e+ |z —z22) T

A(h*Gya)(r) = /% dy = P_I,%/ ( Ah(z)

lim [ h(z) A, ! = dz =
e—0 (62 + |.',U _ Z|2>T
. N 0 .ij — Zj o
= (z; — 2)? 1
1 h N(N — (N — dz =
o =) ]z::l[ ( (e + |z zP)Nf ( 2 (e + |z — zP)% ldz
lim [ h(z) —NV(NV _2>€j+2 dz = lim [ h(x + €€) Mdg =
L (1+ 1) F
d§
= —h(x)N(N — N
(@NN -2) [ T

Sepoi h,e(C§, h,—h in L~+2 ¢ anche

i(hn —h)* Gn_agll2 < (N — 2)/ 1

H@xj eyt WS cllhn =Dl 2z —n 0

Concludiamo quindi che

/ V(h#Gy_s) Vi = 1i£n/V(hn*GN_2) Ve =

:li;bn/cNhncp:cN/hgo Y € C°(RY)



Dalla formula di rappresentazione ed (HLS) si ottengono informazioni (non ot-
timali !) sulla regolarita della soluzione.

Regolarita.

Sia N>3.Sia helPnL™¥z, p>2%. Siau= L h*Gy_, Iunica

soluzione di (x) in D'. Allora

Np

(i) p<% = wuelf VqE[N+2,N 2p] p=

N
5 = uel! Vq

(ii) % <p = wu ha derivate prime Holderiane di esponente av < 2 — %

(iii)  Se h é Holderiana di esponente «, allora u é di classe C? e le sue derivate
seconde sono holderiane.

Prova. (i) ||k GN—2||NNTZ; < c(N,p)|nl,

() |2 (s Ona)l < (N —2) [ 20y = 2 (h Gvoo)l o < Al
Siccome N >p > & = A],v_pp > N, T'Holderianita di %(h x Gn_o)  segue
dal Teorema di Morrey.

(iii) Omessa

IL PROBLEMA DI DIRICHLET PER L’EQUAZIONE DI
LAPLACE

Sia € aperto limitato in RY.  Una u € C?(©2) si dice armonica in
se
Au(z) =0 VYre

Mediante integrazione per parti, si vede che u deve soddisfare

(%) /VuV@z—/uAgsz Vo € C5°(Q)
Q Q

Una u € L},, (rispettivamente dotata di derivate deboli ) che soddisfi (%) si dice
debolmente armonica in {2



Data g€ C(RY), seue C*Q)NC(Q), armonica in (2, coincide con g sul-
la frontiera di €2 , u si chiama prolungamento armonico in 2 del dato al bordo g.

Definizione di H}(Q)). wue H}(Q) se

o, €CE(Q) 1 @p —nu in L* e /\V((pn — )| —nmotoo 0
)

Posto W := u in e W := 0 fuori di , risulta w € H'(R") e Vu = 0 fuori di Q.
Scriveremo, per semplicitd, Vu := Vu. Grazie alla diseguaglianza di Poincaré,

Jull == ([ 17ul?)?
¢ una norma Hilbertiana su H}(Q) (Jlu]| =0 = w=0). In particolare,
Proposizione.
(i)  u, € Hy(S2), s17,11p/|Vun\2 < 400 =
Jng,  Ju € HY(Q) : /Vunk Vo — /Vu Vv Vv e Hy(Q)

() un—u = 1iminf/|Vun\22/|Vu\2

Definizione. w é prolungamento armonico in senso debole di gin () se

Jue Hy(Q): w=u+g e /Vchp:O Vo € C5° ()
Q

Grazie alle proprieta (i)-(ii), si ha

Ju e Hy(Q): [V, +9)P< [[V@+g)P woe H(Q)

Segue subito che

/(ug+g)w=0 Vo € C°(Q)

Dunque w := u, + ¢ é prolungamento armonico (debole) di g.



IL TEOREMA DI DIFFERENZIAZIONE DI
LEBESGUE-BESICOVITCH

Sia  feLL.(RY). Allora

1
Ud@i)mé)uhﬁ_f@”dy—%HOO Go. @

In particolare, @ [ fly)dy —,—o f(x) q.o.

B,(z)

NOTA. Se f é continua, la conclusione é vera per ogni z, e ci6 segue in tal
caso subito dal teorema della media: fissato comunque z,

1

Vr, 3&(r) € B.(z) : 2ol(B)

| @) dy = £ = f@)

Corollario 1.  Sia f € L},.(R).  Allora

% /f(t)dt = f(x) qo. x

Prova.  Sia r > 0. Applicando L-B, otteniamo quasi per ogni z,
1 T+r T+r .,
B RIOLE] ww—/fdw—/f i < - [ 150~ F@)de o

xT

%—/fdtf|—%/fdw—/fdw«ﬂ/ 2)|dt =,

NOTA. Se consideriamo la ’funzione integrale’

= [Crwa, peri®)

il Corollario 1 dice che F' é derivabile per quasi ogni z e si pud scrivere

(T = N) ﬂw—FmﬁiiFﬁMt



Tale formula é tuttavia falsa per una funzione F' che non sia necessariamente del
tipo ’funzione integrale’ ma si supponga, semplicemente, derivabile quasi ovunque
con derivata sommabile.

Ad esempio, la funzione di Cantor f, essendo localmente costante fuori dell’in-
sieme di Cantor, é derivabile fuori di esso con derivata nulla, ma non é l'integrale

della sua derivata: f(x) # [y f' =0

La validitd di (T-N) ¢é infatti una proprietd caratteristica delle funzioni f
assolutamente continue

Ve, 3o+ > |bj—aj| <6 = Z|f fla;)| <e

finita

tutte le volte che gli intervalli (a;,b;) sono disgiunti. Notiamo che ogni ’funzione
integrale’ é assolutamente continua (é questa conseguenza dell’assoluta continuita
dell’integrale come funzione di insieme).

L’idea é che ogni funzione assolutamente continua f si pud scrivere nella forma
di 'funzione integrale’ .

Corollario 2. Sia p misura boreliana finita in RY, assolutamente continua
rispetto alla misura di lebesgue LY. Allora

dp o p(Br(x))
dL—N(x) = vol(B,)

esiste LV-quasi ovunque, é sommabile e
dp
B) = [ 5 dr
wuE) = | -
Infatti, per Radon-Nikodym, esiste f € L'(RY) tale che u(E) = [ fdL" e, per

Lebesgue-Besicovitch, ‘;(5(’“;))) = ui?f —. f LY —q.o.

La dimostrazione di L-B si basa sul

Lemma. Data f € LY(R"), sia  fi(z) = hmsup [ﬁ f \f|]

r—0 (T

Allora [z e LAz
{ft>c}
NOTA. Se f é continua, allora f* = |f| e la diseguaglianza del Lemma ¢é

infatti la diseguaglianza di Chebichev.



Dimostrazione L-B. Possiamo supporre, eventualmente sostituendo f con
f XB R grande, che sia f € L'(RY).  Posto

)| d
volB )l y]

L(z) := limsup

r—0

si tratta di provare che
IN{z: L) >a}) =0 Ya>0
Fissata ¢ € C°(RY), siha

L(z) < limsup

r—0

= / (17(2) — o) + o) — F@)]) dy

< [f (@)= p(x)|+1im sup

r—0

vol B,
B

Fissato a >0 si ha quindi
{e: L) > a} € {z: [f@)-p@| =3} U fo: (F-9)@) > 5}

e quindi IN{z: L(z) > a}) <

<2 [ e+ P U-ee = 5
[f—l>5

Dal Lemma, applicato a f— v, otteniamo
o Q@
TR RN A (TR )

2
{(f—9)* = 3}

4
Segue allora che LN{z: L(z)>a}) < > / |f—]

e quindi IN{z: L(z) > a}) < iinf{/ If —¢| : QOECSO} =0
RN



