AM5-2005: RECUPERO I ESONERO

TEMA 1. Dato un insieme X, sia ¥ C P(X) o- algebra di sottoinsiemi di
X. Sia f > 0 funzione X - misurabile. Provare che esistono E; € X tali che

flz) = i xg,(z) Vo e X

(S

TEMA 2.
Sia y misura su X. Provare che le funzioni semplici sono dense in L'(p).
TEMA 3. Sia p misura su X. Sia f sommabile. Provare che

(1) Ve>0,36.>0: p(Ad) <4d = /A‘f|§e

(i) Ve>0,3A: p(A) < oo e /C|f\§e

€

TEMA 4.  Siano p,v misure su X, Y. Sia g xv o finita, f p X v- misurabile
e tale che [y (fy |f|dv)du < oo . Provare che

(i) = — f(z,y), y— f(x,y) sono sommabili per q. o. z, (risp. per q. o. ¥y)

(i) yv— [y flz,y)du, x— [y f(z,y)dv sono sommabili e

L fadmar = [ ([ feyyande = [ fdiexo)

TEMA 5.

(i) Siano f, g misurabili, p, ¢ > 1, tali che % + = = 1. Provare che

[iral = (f1rmr ([ 19
(ii) Siano 1 <p<gq. Provare che
ferntt = fer Wrelpd o Il < 1715171

ove 0 ¢€[0,1] étaleche &=

Q= Q[
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Esercizio 1. Sia B :={z € R": |jz|| < 1}. Siano

L= [ lal™xe  J= [ llalPxe

Stabilire per quali p risulta

I, < +o00 Jp < +00

Esercizio 2.
(i) Siano f, misurabili, A misurabile di misura finita. Provare che

fom 0 qo. = p({r € At [fu@)] = e)) =, 0 Ve >0

(ii) Dedurre che, se f,, g sono misurabili e |f,(z)| < g(x) per q. o. z, allora

L'{g>€})<oo Ve>0, fu—0 qo. = f,—0 in misura

Suggerimento. L'({|f.| > €}) < L*{|g(x)| > €})....

Esercizio 3. Sia f, € L?,p > 1. Sia sup,, || fu||zr < +00. Sia % +% =1

Provare che fn—0 qo. = /fn g— 0 VgeL?

ISTRUZIONTI.
1. Ogni Tema correttamente svolto da 6 punti, per un massimo di 24 punti

2. Ogni esercizio correttamente svolto da 6 punti.



